Tépicos de Fisica Classica I — Aula 10
A integral de Jacobi e a energia mecanica; o
hamiltoniano; equacoes de Hamilton
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A integral de Jacobi e a energia mecanica

Como mencionado anteriormente, nem sempre a a integral de Jacobi coincide
com a energia mecanica do sistema. A melhor maneira de entender isto é por
meio de um exemplo.

Exemplo 1 Considere uma conta de colar que desliza sem atrito ao longo
de um fio rigido que gira com velocidade angular constante w em torno de um
eixo perpendicular ao plano que contém a conta e o fio girante. O lagrangiano
se escreve

L= (4 ).

O vinculo é _
0—w=0,

que pode ser integrado:

0—wt—C=0.

O vinculo é holonémico e reonémico. Fazendo uso do vinculo escrevemos
m ..
L=— (r2+r2 2).
2
A equagao de Euler-Lagrange nos da

i —w?r =0.
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A integral de Jacobi (veja a nota de aula anterior),

9
oL
= 1
2 g ¢ &
1=1
neste caso (¢ = 1) é dada por
oL :
h:_arr_L_E (7’2—r2w2).

A integral de Jacobi é uma constante de movimento, pois
dh
dt

gragas a equacao de movimento, mas a energia mecanica:

= mr (¥ — rw?) = 0,

E = % (7% + r’w?)

nao é uma constante de movimento, isto é: a integral de Jacobi nao é a
energia mecanica da particula, pois

dE

— = 2mriw? #0.

dt
A razao pela qual a energia mecanica nao é uma constante de movimento é
simples: a forca de vinculo realiza trabalha sobre a conta de colar. [ |

Em que condigoes a integral de Jacobi é uma constante de movimento? A
resposta ¢ simples: quando o lagrangiano do sistema nao depende explicita-
mente do tempo. Para demonstré-la considere a equagao (|1)) e sua derivada
total em relacao ao tempo:

d (0L . N~ OL. dL
dt \og, ) * 7 L a'iql dt

d (0L J
% ( ) Ql+z QZ Z qz Z 361@

d OL aL . 3_L
dt 8g; ot

dh
dt

M-

=1

M=

=1

Mc@

=1

Usando a equacgao de Euler-Lagrange obtemos finalmente
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A integral de Jacobi é uma constante de movimento quando o lagrangiano
do sistema nao depende explicitamente do tempo que é exatamente o caso
do exemplo anterior.

As equacgoes de Hamilton

Com a integral de Jacobi podemos construir uma outra fungao a partir da
qual podemos descrever um sistema dinamico: a funcao de Hamilton, ou
hamiltoniana. Como vimos anteriormente, o momento generalizado (ou
momento canénico) ¢ definido por:

oL

que permite rescrever a equacao como uma funcao de p; e ¢;:
g
H = H(q7p7t> = Z plq.1 - L7
i=1

desde que ¢; seja substituido por p; com o auxilio da equacao (3). Veja como
o processo funciona no exemplo abaixo.

Exemplo 2 A hamiltoniana de um oscilador harmoénico simples.

I m§®  kg? oL )
= —— — — = — =m
2 o PT ;T
2 2 ) ) 2
. b p Rq p Rq
H=p¢-L="——"—+—=— + —.
ba m om 2 T om 2
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Calculemos agora o diferencial de H(q,p,t):

g

dH = Z(Qidpi+pid4i)—dL

=1

aL '\ 0L OL
= zdz zdz dz‘_ —,d.i——dt
Zq p+2pq > 2 gy
8L aL
= sdp; — di——dt.
Zq p %= 5

Fazendo uso das equacoes de Euler-Lagrange

OL d OL _dp,

:pi7

logo,

dH = Z Qldpl Z pldQ’L — a5, dt

Por outro lado, como H = H(p,q,t), temos

g
OH OH
‘+i221: a—qidqiﬁ-gdt.

Comparando as expressoes e para dH segue que:

dH =

8H. _,‘_8H
apz'7 pz—aqi.

i =

(6)

Estas sao as equacoes de Hamilton ou equagoes candnicas do mo-
vimento para um sistema mecanico descrito por uma funcao hamiltoniana

H.

Exemplo 3 Fquacoes de Hamilton para o OHS.
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Derivando a primeira equagao de Hamilton e substituindo na segunda obte-
mos
.. R
¢+ —q=0,
m

que é a equacao diferencial que governa um oscilador harmonico simples. W

Quando H é a energia do sistema mecéanico?

Para H também vale a relagao (verifique!):

dH oL
d ot
Substituindo as equacoes de Hamilton na equagao ,

dH = Z Qz dpz sz sz + A, dt

ou ainda: .
dH oOH
— = i Pi — 'i ) —-dt
dt ; 4P ;p Y
Segue que
dH O0H
o @

Isto é: a hamiltoniana é uma constante de movimento quando nao depende
explicitamente do tempo. Se o potencial U nao depender das velocidades
generalizadas e as transformacoes das coordenadas cartesianas z;, y;, z; para
as coordenadas generalizadas ¢; também nao dependerem explicitamente do
tempo, entao, H é da forma T+ U e podera ser identificada com a energia
mecanica do sistema.
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