Topicos de Fisica Classica I — Aula 2
As equacoes de Euler-Lagrange

a c tort

O principio da acao minima

O que é o principio da agdo minima? Como se usa a formulacdo lagrangiana
da mecanica em um problema? A melhor maneira de responder a estas duas
perguntas é por meio de um exemplo concreto.

Exemplo 1 Movimento de um projétil em um campo gravitacional uniforme

Considere um projétil que se move em um campo gravitacional uniforme. A
diferenca entre a sua energia cinética T e a sua energia potencial U se escreve:

m .. .
T-U= 5 (z2+y2) — mgy,
onde o ponto indica a derivada em relagao ao tempo, isto é:

. dx . dy
xr = — = V. = —_— =
T T

A agdo S é definida pela integral:

t t
S:/b (T - U) dt:/b [% (j;2+y2)—mgy] dt,
ta ta
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Figura 1: Movimento de um projétil em um campo gravitacional uniforme.
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onde At = t, — t, é a duragdo do movimento. Esta duracao é fixa, isto é:
t, e t, sao instantes de tempo fixos. O valor de S depende da escolha da
trajetéria seguida pelo corpo entre o ponto inicial e o ponto final do movimento,
e essa curva é descrita na forma parametrizada por duas fungoes: z(t) e y(t).
A pergunta que fazemos agora é: Para quais escolhas de z(t) e y(t), o
valor de S é um minimo? Para responder a esta pergunta suponha que z(t)
e y(t) sejam as representagbes paramétricas da trajetéria verdadeira, agora
imaginemos um desvio desta trajetéria:

z(t,€) = z(t) + em(t), y(t,e) = y(t) + en2(t),

onde € é nimero real positivo, e N1(t,) = n1(ts) = 0 € N2(ts) = n2(tp) = 0, isto
é os pontos inicial e final da trajetoria nao sao modificados. As velocidades se
escrevem:

it e) =2(t) +em(t),  gte) =y(t) + enn(t).
A acao agora se escreve:
s@= [ {F [+ e+ 6 +ei)’] —may}

La

A variagdo da agdo AS é

AS = S(e)—S(0)= /ftb {% {(3’:+em)2 + (y+e7'72)2} _mgy} dt

La

— /ttb {% (j:2 +y‘2) —mgy} dt.

a

Efetuando os quadrados, simplificando e rescrevendo convenientemente o resul-
tado obtemos:

t dx dm dy dns
AS:SefSO:/ [(meere)mgen}dt.
(9 =50 . dt dt dt dt 2

Integrando por partes os dois primeiros termos do lado direito desta equagé(ﬂ

AS = me—m /mﬁemdlﬂrmefm /md26n2dt / mg eng dt.

ta

Como 11 (te) = m(ts) = 0 e n2(te) = n2(tp) = 0, ficamos com

/vdu:uvf/udv

ILembre-se que
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tb tb
AS = / (—mi) eny dt + / (—mi — mg) enq dt.
t ¢

a a

Agora escolhemos um e infinitesimalmente pequeno e exigimos que em primeira
ordem em €, a variagao da acao seja nula,

ty ty
AS =08 = / (—mi) eny dt + / (—mi — mg) enz dt. = 0.
t t

a a

Dado que nossa escolha de 1 (t) e n2(t) é arbitraria, podemos escrever:

—mx = 0, e —my —mg =0,

que sao as equagoes de movimento do projétil em um campo gravitacional uni-
forme. As solugoes sdo:
2

x(t) =Cpit+Cpra e y(t)= 92 + Cyit + Cya,

onde = Cy1,= Cya,Cy1,Cy2, sao constantes de integracdo e sao determinadas
com as condigoOes iniciais da posicao e velocidade iniciais do projétil. Desta
maneira, o principio da agao minima leva as equacoes de movimento cuja
solugao nos da a trajetéria correta do projétil. |

Naturalmente, ha um procedimento geral para resolver problemas de meca-
nica na abordagem lagrangiana. Eis, as regras, aceite-as sem demonstracao,
por enquanto.

(a) Escolha um referencial inercial e um sistema de coordenadas (vamos ficar
com as cartesianas por enquanto);

(b) escreva a energia cinética T e a energia potencial U do sistema que vocé
esta estudando;

(¢) escreva a funcao de Lagrange ou lagrangiana L do sistema:

energia cinética — energia potencial = L =T — U.

A acao é definida pela integral de L entre dois tempos fixos:

S/ttb(TU)dt.

a

A trajetdria que minimiza a agao deve satisfazer a equagdo de Euler-Lagrange
correspondente:

A dltima linha gera a equagdo de movimento do sistema! Resolva esta
equagao e obtenha a posigao e a velocidade em qualquer instante de tempo
t. Se o problema for em 3D, havera duas equagoes de E-L mais:
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oL d dL

ay @ oy
oL _doL_
0z dt 9z

Exemplo 2 O oscilador harménico simples

Vejamos um sistema simples, sem vinculos. Considere um oscilador harmo-
nico simples (OHS). Sua energia cinética se escreve

T =—-mz~,
e sua energia potencial

U= §/€$2.

A funcdo de Lagrange ou lagrangiana deste sistema é definida por

1 1
L:TfUzim:bzfinx?

A equagao de E-L:

oL d oL _
or dt 0
leva a
mi+ w?e = 0,
onde w = y/k/m é a frequéncia angular do oscilador. u

Podemos trabalhar em duas ou trés dimensoes, veja o exemplo a seguir.

Exemplo 3 A interagdo gravitacional entre a Terra e um satélite artificial.

Como a massa da Terra é muito maior do que a massa do satélite, podemos
considera-la fixa. Escolheremos coordenadas cartesianas com origem no centro
da Terra e o eixo OZ apontando para a estrela Polar, logo ¢1 =z, ¢ = vy, e
g3 = z. A energia cinética do satélite escreve:

T:%(¢2+y’2+22),

e a energia potencial é

GMm

/x2+y2+22'

U=-—

Portanto, a lagrangiana se escreve

GMm

Vit + 222

m
L(z,y, 2, d,19,%) = 5 (2% + 92+ 2°) +
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As equagodes de Euler-Lagrange se escrevem:

oL _d oL _
oxr dt 90
oL _d oL _
oy dt oy
oL _d oL _
0z dt 9z
Agora,
oL GMmax
ox (22 + 12 +22)3/2
e
oL )
— = mda.
ot
Portanto,
GMmzx d )
Twrgprapr @l
ou ainda,

GMzx
(22 + y2 + 22)°/
Da mesma forma obtemos as equagbes de movimento nas diregoes OY e OZ:

j=— GMy
(22 +y2 + 22)3/2
GMz

(22 +y% + 22)

i=—

= 3/2

Exemplo 4 A mdquina de Atwood.

Uma méaquina de Atwood consiste de dois blocos de mass m; e msy unidos
por um fio de massa desprezivel que passa por uma roldana de massa também
desprezivel, veja a Figura |2l Para este sistema escolhemos q; = x1 € ¢2 = 2.
O vinculo é dado por

x1 + 22 = C=constante.

Esseencialmente, a constante é o comprimento total do fio ¢, pois para qualquer
t, x1+x2+Lr = £, onde £ é o comprimento do fio em contato com a roldanaﬂ O
vinculo implica que &1+ = 0 e &1 +22 = 0, isto é: as velocidades e aceleracoes

2Mais tarde veremos que vinculos que envolvem somente as coordenadas e o tempo, que
ndo é o caso aqui, sdo chamados vinculos holonémicos.
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dos blocos sao iguais em médulo, mas tém sentidos opostos. A energia cinética

e

(my +mg) &Y.

M| —

1 1

A energia potencial se escreve
U= —mygx; — megxs = (my1 — mg)gx; + termo constante.

O lagrangiano do sistema ¢é

L=T-U= 3 (m1 +mg) &3 — (my — ma)gz; + termo constante.

A equagdo de Euler-Lagrange para z se escreve:

oL d 0L _
6.131 dt 8551 -
Como L,, = —(m1 —ma)g, e Ly, = (m1 + ma)1, segue que

—(m1 —ma) g — (m1 +ma)i; =0,

logo, a aceleracao do bloco 1 é

T2

/ Ty |:|
+X

Mo

Figura 2: A maquina de Atwood via mecanica lagrangiana.
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A aceleracao do bloco 2 é

- - (ml—mz)
ay=—-a = ————=
my + ma

Compare com a solucao newtoniana. |

As equagoes de Euler-Lagrange valem também para outros tipos de
coordenadas, por exemplo, coordenadas esféricas, cilindricas, plano-
polares e outras!. Também podem ser escritas em referenciais nao-inerciais

se vocé escrevé-las inicialmente em um referencial inercial. Veja o exemplo a
seguir.

Exemplo 5 O péndulo simples. Considere um péndulo de massa m e compri-
mento £. A energia cinética é dada por

1 .
T=_-mv?= 3 me26?,
e a energia potencial por

U =mgl(1 — cosb).
A equagao de E-L para a coordenada 6 é
oL d oL _
00 dt 96
Segue que

oL )
20 = —mg/lsin 0,
8—1./ = ml?0.

00
Substituido na equacao de E-L:

. d 2
—mglsinf — pr (mf=0) = 0.
Simplificando
0+ % sinf = 0,

que ¢é a equacao de movimento do péndulo simples. Observe que esta equagao é
nao-linear. Na aproximacao linear podemos escrever sinf = 6, e entéo:

. g o
9+€9_0’

e o péndulo comporta-se como um oscilador harmoénico simples (OHS) com
periodo independente da amplitude. |
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Figura 3: O péndulo simples.

Exemplo 6 As equagoes de Euler-Lagrange e a mecanica newtoniana,;

=" (:'62+y2+z"2) —-Ul(x,y,,2).

2
As equagoes de E-L sao:
aL—iaL—O' 1=,2,Y,2
8£EZ' dt 8@ o Y
Considere i = x:
LU 4o o omae U
9z dt T T M= e
mas
—8—U:Fm, —  mi=F,.
ox

O mesmo céalculo pode ser feito para i =,y, z. Portanto, as equagoes de E-L
levam & equagao newtoniana de movimento.

ma=F.

Veremos que isto pode ser generalizado para incluir potenciais dependentes do
tempo, isto é: U(z,y, z,1). |

Nas préximas aulas veremos como sao obtidas as equagoes de
Euler-Lagrange, mas antes aprenderemos algo sobre o calculo vari-
acional, a linguagem matematica da formulacao de Lagrange da me-
canica.



