Topicos de Fisica Classica I — Aula 4
A identidade de Beltrami; a notacao ¢
e alguns exemplos

a c tort

A segunda forma da equagao de Euler-Lagrange
Considere F' = F [y(x),y’(z); z]. Entao:
dF _OF dy | OF dy' | OF _ ,OF _ ,9F A OF

dr ~ Oy dr ' Oy’ dx %_ya? Y oy’ Bz’

Agora considere
d , OF , OF , d (OF
= = — ) 2
dx (y 6y’> 4 oy’ ty dx \ Oy’ 2)

Da primeira equacao vemos que

,OF dF  ,OF OF
oy’ dx 4 oy’ Ox’

logo, a segunda equacao pode ser rescrita como

d (0PN _ dF 0P OF | d (0F
dz \Y oy’ B oy Ox S oy’
dF  OF <d OF 8F>

dr Oz dr 0y’ Oy

(4)

Fazendo uso da equacao de Euler-Lagrange vemos que o ultimo termo do lado
direito zero, logo

d(,é)F):dF_E)E -

dr \Y oy’ dr  Ox
Segue que
oF d , OF

Esta é a segunda forma da equagao de Euler-Lagrange. Se F' nao depender
explicitamente de =z,
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(F -y’ gj) = constante, (7)

que é conhecida como a identidade de Beltrami. Vejamos alguns exemplos.
Exemplo 1 Geodésicas na esfera

O comprimento infinitesimal ds sobre uma esfera de raio R se escreve

20 2 1/2
(dso) + sin? 91 de. (8)

A distancia entre dois pontos fixos sobre a esfera é dada por

9 1/2
S—R/% 49 +sin® 0| d (9)
= ) dgo S Q.

Portanto, F [y(z),y ' (x);2] = F [8(v),0'(¢); ¢], onde

ds = R (6> +sin® 0dg?)"/* = R

9 1/2
Fl0(),0'(0); 0] = [(ZZ) + sin? 91 = [9’2 + sin? 9]1/2. (10)

Como F nao depende explicitamente de ¢, a segunda forma da equagao de
Euler-Lagrange se escreve:

d
(072 4-sin? 0] — 07 = 072 4-sin? 0]'* = . (11)
Efetuando a derivada

9/2

0’2 +sin? g]"/* - =C. (12)
: ] (072 + sin® 9]1/2

Multiplicando ambos os lados por [9’2 + sin? 9] 1/2

sin® @ = C [9'? + sin® 9]1/2 . (13)

Com um pouco de algebrismo podemos escrever esta equagao na forma

clo c
df (sin4 6 — C? sin? 0)1/2
B C
Y (1 - C?/sin? 9)1/2
C csc? 6

= ) (14)
(1 — (2 cse2 9)1/2
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Para efetuar a integragao escrevemos

C2csc? 0do
Cdp = 5 73
(1 — C* csc? 9)
20do
_ C csc - (15)
[1-C? (1+cot? 6)]
ou ainda
csc? 0do
dp= — 0L (16)
(52 — cot? 9)
onde B2 = (1 — Cz) /Cz. Agora, sabemos que
d(cot 8) = —csc? 0 db, (17)
logo,
d(cot 0)
dp = 7 (18)
(,6’2 — cot? 9)
Fazendo x = — cot 6, escrevemos
dx
dp= ——— . 19
P ) (19)
Integrando obtemos
t 0
© = arcsin <x) + v = —arcsin (CO) +7, (20)
B B
onde v é uma constante de integragao. Invertendo
cot § = — sin (¢ — 7). (21)

Esta tltima equag@o representa em coordenadas polares 7,6, um plano que
contém a origem, que é também o centro geométrico da esfera de raio R. Para
verificar isto basta rescrever o resultado acima em coordenadas cartesianas.
Multiplique a equacdo acima por Rsenf e expanda sin(p — ). Identifique
a relagao entre as coordenadas cartesianas e esféricas e o resultado sera:

z = Az — By, (22)

que é a equacao do plano que contém a origem, veja a Figura 1.

O caminho mais curto entre dois pontos fixos sobre a esfera, a geodésica, é
o menor dos dois arcos do grande circulo determinado pela interseccao do plano
e com a superficie da esfera. O arco maior nao representa sequer o caminho
mais longo.
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Figura 1: Sobre uma esfera, a geodésica que une dois pontos fixos é o menor

dos dois arcos que formam um grande circulo.

A notacao 9

Uma relagao 1itil

d d
o oy = e [y(x; o) —y(z)],
mas y(z,a) = y(z) + an(z), logo,
d .
% 5y =an (x)7

Por outro lado,

Portanto
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A diferenga entre os simbolos ¢ e d

Considere

F=Flyx),y'(x);2]. (28)

Se fixarmos y e variarmos o ponto teremos:

oF oF OF
F=— "+ — dz. 2
d 8ydy+ay/dy +a$dx (29)

Mas, se fixarmos x e variarmos y teremos:

_OF _  9F _,

F=—9§ oy'. 30
oy VT 5,7 (30)
A notagao § e as equagoes de Euler-Lagrange
Considere
AF =Fly+en,y +en';z] — Fly,y'; ). (31)

interpretando F' como uma fungao das varidveis y e y’ (x é fixo) podemos fazer
uso da expansao em serie de Taylor e escrever:

y Final point

f(x)

ax

Initial point

Figura 2: A diferenga entre dy e dy.
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oF OF
Fly+en.y +ensc] = Fly.yal + Foent 55 en + O().
Segue que
oF oF 9
AF = a—yen—i— 9 e’ + O(e).
Por definigao, a variagao de F' é dada por
oF oF
0F = —
3y en+ — oy en'.
Suponha que F = y, entao
oy = en.
Agora suponha que F = v/,
5y = en'.
Portanto,
oF oF
0F = — 6y + — 0.
ay Y oy

Lembrando que

0 (SQD dcic (%),

podemos reobter a equagao de Euler-Lagrange:

5J=5/ F[y,y’;x]dJE:/ 6Fy,y'; x| de,

pois x, e p sao fixos. Segue que:

oF oF
6J—/% <8 6y+a,6y>

ou ainda — veja a equagao ([38):

T OF ™ 9F [ dy
§5J = = Syd Zs5(=2)d
/ /I ay Y x+/ra oy’ <dw> v

a

o QF o OF d
= /m a—yéydm—i—/m 3y dr (0y) dx.

a

Integrando o segundo termo do lado direito por partes:

o (OF d OF 0 oOF
‘”/xa (ayday> ‘”/d“{af@} b[af‘”’]%'

(39)

(42)
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Se dy(z,) = dy(ap) = 0, podemos aplicar o lema fundamental do cdlculo va-
riacional (veja a Aula 3) e obter a equagdo de Euler-Lagrange para extremos
fixos.

Funcionais de duas ou mais funcoes

Comecemos com um problema simples: a forma paramétrica de uma curva no
plano cartesiano se escreve:

L= m(u)7 y= y(u)a (43)

onde v é um paradametro conveniente, o comprimento da curva ou o tempo. Um
comprimento elementar ds se escreve

ds = \/dz? + dy? = /2'2(u) + y'2(u) du, (44)

onde ' :=dx/du e y' ;= dy/du. O comprimento da curva é

L:/ub vVa'?(u) +y’?(u) du. (45)

O problema é determinar as fungoes x e y para as quais L é um extremo.

O problema geral é o seguinte: dada a integral

T2l = [ Flatuyu).a’ ).y @i do (16)

a

Seja z(u) e y(u) as fungdes que extremizam J. Considere as fungoes proxi-
mas:

X(u,a) = z(u) + ax(u) Y (u, B) = y(u) + Bn(w). (47)

A exigéncia de que J tenha um valor extremo para as fungoes corretas se escreve
6J = 0. Fazendo uso dos resultados da secao precedente para um funcional que
depende de duas fungoes e uma variavel independente obtemos:

OF (z,z’,y,y"su)  d OF(z,z',y,y'iu)
Oz du Oz’

=0, (48)

OF (z,z',y,y"su)  d OF(z,z’,y,y";u)
dy du oy’

—0. (49)

Exercicio 1 Obtenha as equagoes de E-L para F [z(u),y(u),z’(u), y' (u);u] .
|
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Estender este resultado para vdrias fungbes y;(x) e uma varidvel indepen-
dente z, isto é, para Fly;(x),y/;x] é imediato e o resultado é:
OF[yi(x),y/sx]  d OF[yi(x),y/; 7]
9y iz oyl()

=0, i=12..,n (50)

Exemplo 2 O caminho mais curto entre dois pontos no plano I1

Como vimos no comego desta segao, a distancia infinitesimal entre dois pon-
tos no plano se escreve

up
f:/ x'2(u) + y'?(u) du, (51)
logo,

Flz(u),2'(u),y(u),y" (w);u] = Va'?(u) +y'2(u) du. (52)

Como F nao depende de z(u) e de y(u), segue que

oF !
= = v — ), (53)
da’ e w) + y 2 (w)
e
oF !
= - Y = O, (54)
Oy'  u'(u) +y'2(u)
Dividindo uma equagao pela outra obtemos:
dy Cg
A 55
dx Cl ’ ( )
ou
y(z) =ax+Db, (56)
que é a equagao da reta. |
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