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O problema de Dido

Fugindo de seu irmao Pigmaliao que havia assasinado seu tio e ma-
rido, Dido de Tiro, mais tarde fundadora e rainha de Cartago, chega
as costas do norte da Africa por volta de 825 a. C. acompanhada de
um séquito de servos e trazendo seus recursos econdmicos. Negoci-
ando com o chefe berber do lugar, Dido obtém direito a uma por¢ao
de terra junto a linha costeira. Um por¢ao tao grande quanto a pele
curtida de um boi pudesse cobrir! Mas Dido era mais sagaz do que o
chefe berber e fez com que o couro fosse cortado em tiras bem finas e
que estas fossem presas umas as outras pelas extremidades com isso
formando uma faiza de couro estreita e muito longa que ela utilizou
para demarcar as terras obtidas mo acordo.

Por lidar com um conjunto de curvas de mesmo comprimento, o perimetro, o
problema de Dido também é conhecido como o problema isoperimétrico. Eis
um enunciado possivel para o problema isoperimétrico: dada uma curva simples,
fechada e retificdvel que encerra uma regiGgo R determinar a equacdo da curva
particular que extremiza (mazimiza) a drea encerrada pela mesma.

A solugao do problema de Dido

Pelo teorema de Green no plano, veja no final desta nota de aula, a drea pode
ser calculada com a expressao:

A:// dxdyzlf(wdyfydx).
R 2 Je

A condigao auxiliar é dada por

4 Ty
L= / ds = / v/ dz? + dy? = constante,
0 Tq

onde ¢ é o comprimento da curva ou perimetro. E conveniente descrever a curva
por meio de um parametro que denotaremos por t, com t, < t < t;, neste caso:
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x =x(t) e y = y(t) com a condigdo x(t,) = z(xp) e y(ta) = y(tp), € 0 problema
de Dido se escreve:

1

ty
Azf/ (xy —yx) dt,
2 J

a

onde & = dx/dt, etc. A condicao auxiliar se rescreve

b 1/2
(= / (@ +9%) " dt.
t

a

Segue que

_ 1
F=F+)G=3 (xj—yi)+X (@2 +¢2)"*.

H4 uma equagio de Euler-Lagrange para z(t) e outra para y(t):

oF _doF_|
Ox dt Oz ’
OF d OF
dy dt 0y

Considere primeiro a equacao de Euler-Lagrange para z(t). Efetuando as deri-
vadas necessarias obtemos:

LS O DD VI W
2y dt 2y (5524_2-/2)1/2 -

Integrando em ¢:
A& B
(@2 +52)"

Da mesma forma a equacdo de Euler-Lagrange para y(t) nos da:

Y-

_ A
(i + %)/

Com um pouco de dlgebra chegamos a equagao da curva procurada:

(@—Ca)? 4 (y— Cy)* = N2

Que é a equacao de um circulo centrado no ponto (Cy, C,) e raio A. Para Dido,
confinada pela linha da costa, a resposta é um semicirculo.
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Condicao auxiliar na forma G(y, z;x) =0

Se a condicao auxiliar for da forma

G(z,y,2) =0

(1)

Multiplicamos a condigdo auxiliar por A(z), escolhemos y e z como fungdes de

x e integramos o resultado de x, até xp:

/ Mz)G(y, z;x) de = 0.

Obviamente,

Ty
5/ Mz)G(y, z;x) de = 0.
Escrevendo F' 4+ AG e definindo um novo funcional por

J= Ty, 2] = / (F+AG) dx.

a
Novamente

§J =6J[y,z] = 5/ (F 4+ A\G) dx,

Tq

que nos leva as equacoes de Euler-Lagrange para F = F + \G:

oF 4 oF |
oy dx oy’
e _ _
OF 4 OF _
0z dx 0z'
Ou se preferirmos:
oF d OF oG
- = AMz) — = 0:
Oy dx Oy’ (z) Oy ’

oF d OF \ oG

No caso da mecénica, G(z,y, z;t) = 0 ou G(z,y, z) = 0, neste caso:

OF d OF oG

OF d OF oG

oy oy Mgy T

(2)

Lembre-se  que
G ndo depende
das  derivadas
dey e z.
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oF d OF oG
g—aa—k)\(t)g—o, (12)

Exemplo 1 Considere um dos problemas que ja resolvemos anteriormente,
veja a Figura [1| na pédgina seguinte. Neste caso, G(z,y) = z +y — C = 0.
Este tipo de vinculo, isto é: um vinculo que envolve apenas as coordenadas
generalizadas do problema em questao é chamado vinculo holonémico. O
lagrangiano modificado é

1

- 1
L= 5 (2M)i* + imzf +mgy + Az +y — C).

As equagoes de Euler-Lagrange nos levam a:

\— 2M3 = 0;

mg+ A —my = 0;
e a equacgao de vinculo

nos dé & = —¢. Multiplicando a segunda equagao de E-L por (-1) e somando
com a primeira obtemos:

.. m
Sy Vi
e como A\ = —2MZ, segue que:
2Mm
T mtam®
isto é: o multiplicador de Lagrange é a tensao na corda e o sinal algébrico
significa que o sentido desta tensao é oposta ao peso de m. |

Apéndice: o Teorema de Green no plano

Teorema de Green no plano: considere uma regiao plana R e sua fronteira, a
curva fechada C, entao:

//R (gf - Z]y)) :]i (Pdz + Qdy).

A integral de linha no lado direito desta identidade deve ser calculada no sentido
anti-hordrio. Em principio as fungées P(z,y) e Q(z,y) devem ser continuamente
diferencidaves em um conjunto aberto S que contém R, isto é: P, () assim como
OP/0y e 0Q/0x devem ser continuas em R e C deve ser uma curva fechada,
simples e retificdvel. Veja a referéncia [6] para maiores detalhes.
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Figura 1: Problema 3.

Fazendo P = —y/2 e Q = x/2, podemos mostrar facilmente com o teorema

de Green no plano que a area associada com R pode ser escrita como

A:// d:vdyzlj{(xdy—ydm).
R 2 Je
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