Tépicos de Fisica Classica I — Aula 9
O teorema de Noether; constantes de
movimento

a ¢ tort

Suponha um lagrangiano associado a uma particula que tem apenas um
grau de liberdade (g = 1):
L= L(q,4,t).

Agora considere a transformacao infinitesimal

¢g—qd=q+¢, — ¢—4d=q,
t st =t

Considere agora a variacao da acao classica como consequéncia desta trans-
formacao

123
AS = / [L(q+e€4,t) — L(q,q,t)] dt.
ta
Agora, em primeira ordem em e:

3M%%ﬂe
dq '

Se impusermos a condi¢ao AS = 0 frente a esta transformacao segue que

L(qg+e€,q,t) = L(q,q,t) +

123 ty 5
ASz/ [L(q+€,d4,t) — L(g, , )] dt:/ OL@.4.t) ) g,
ta

ta dq

Como € é um deslocamento arbitrario,
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Figura 1: Emmy Noether (1882 — 1935).

0L(q,q,t)
dq
Portanto, o lagrangiano nao pode depender explicitamente de ¢, esta coor-
denada deve ser ignoravel ou ciclica. Fazendo uso da equagao de Euler-
Lagrange:

=0.

4 9L(¢.q.t) _
d 9q
logo,
dL(q,q,1)

p= 9% = constante de movimento.

Este é um exemplo simples da obtencao de uma constante de movimento a
partir de uma simetria do lagrangiano, no caso, o lagrangiano ¢ invariante
frente a uma translagao fixa do sistema mecanico.

O teorema de Noether

Dado um sistema mecanico para o qual podemos escrever uma fungao lagran-
giana, ha um modo elegante de obter suas constantes de movimento. Este
modo é conhecido como teorema de Noether, e eis o seu enunciado [1].
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Dado um sistema fisico com g graus de liberdade, se a agao S for
invariante frente as transformacoes,

%‘—>C]§:q@'+€¢i(%t)> (1)

t—t' =t+ex(q,t), (2)

onde € € um parametro infinitesimal, e 1, x sdo funcoes de g+ 1
varidveis reaidl], entdo a quantidade

Y
— (gix — 1) —xL, 3
2 (dix — i) — x (3)

é uma constante de movimento.

Vejamos como o teorema deve ser aplicado com alguns exemplos. A demons-
tragao pode ser estudada na referéncia [1].

Exemplo 1 A integral de Jacobi Fazendo 1; =0, e x = 1, temos

/

q; = 4i, X:17 = t/:t+€7

isto é, a transformagao infinitesimal corresponde a um deslocamento tempo-
ral. Neste caso, o teorema de Noether — Eq. — nos da

g
oL .
=1

que ¢é conhecida como fungao energia ou integral de Jacobi. Quando nao
houver vinculos impostos sobre o sistema ou estes forem escleronoémicos,
isto é: independentes do tempo, e o potencial for independente das
velocidades generalizadas, a integral de Jacobi pode ser identificada como
a energia mecanica do sistema, vejamos o exemplo a seguir. [ |

Exemplo 2 Considere o lagrangiano associado com um oscilador harmonico
simples:
mq¢* kg

2 2

L —

!Lembre-se que g = 3N — k e o tempo t é uma varidvel real.
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Neste caso,
2 2 2 2
) mq Kq mq K q
h = m 2 — —|— —= +
T T 2 2
Este é um exemplo em que a h = F =energia mecanica do sistema. [ |

Exemplo 3 Translagoes euclidianas: o momento linear ordindrio como
constante de movimento. Considere um sistema de N particulas. O lagran-
giano correspondente se escreve

N
1
L= 3 JZI m;v; — U(ry, g, ..., Tx).

Suponha que o potencial dependa das posicoes relativas r, — ry, isto é:

U=U(ry —rg,ry —r3,...,I'1 —IyN;Ty —TI3,...,T9 — TN ..;TN_1 —Iy) .

Neste caso, a energia cinética, o potencial e logo, o lagrangiano, sao invari-
antes frente a uma translagao infinitesimal rigida de todo o sistema:

r; >r.=r;+en, i=1,..N.
Como t' = t, segue que xy = 0. O teorema de Noether agora se escreve:
3N
oL oL oL
C=- Ao Vo T 3 Wyi T 5 Vai |-

i=1
Mas, 1z = Ny, Yy = Ny, € Y, = n,, onde ng, n,, € n, sao as componentes
cartesianas de n. Portanto,

3N 3N
oL oL oL oL .
C=-2 (F*@*a—) - (Z_l a) -

=1

Como n é um vetor unitério (arbitrario) constante, segue,

3N

3N 57,
Z;avi:,zpizp’

=1
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Oty = B9 1,

r,sin@

Figura 2: Rotacao rigida.

¢ uma constante vetorial de movimento. O vetor P é o momento total do
sistema de N particulas.
|

Exemplo 4 Momento angular de um sistema de N particulas Considere
novamente um sistema de N particulas e o lagrangiano correspondente

N
Z mivi — U(ry, T, ..., Ty).

Jj=1

1
L=-
2
Suponha agora que todo o sistema sofra uma rotacao rigida 06, suponha

também que o potencial dependa somente da distancia relativa entre as par-
ticulas:

U=U(|[r1 —raf], ..., [[rr = rwvls [[r2 = x3], ..., [[r2 — owvlfs oo [loves — o ]l) -

r; —>r.=r;+ed@xr;, i=1,.,N.

Neste caso, o lagrangiano sera rotacionalmente invariante, e como x = 0, o
teorema de Noether nos leva a

3N
oL oL oL

i=
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mas agora, ¥, = (00 X r;)s, 1y = (00 X 1;),, € 1,; = (00 x r;),. Portanto,
podemos escrever

Zav (00 x1;) = — Zpl (00 X 1;).

Usando a propriedade ciclica do produto misto;

3N 3N
C=-60-> (r;xp)=—00->_ 4,
1=1 1=1

onde £; é o momentum angular da i-ésima particula. Como 66 é arbitrario,
segue que

3N
Z £; = L = constante de movimento.
i=1

|

Observe que nos dois tultimos exemplos em nenhum momento invocamos a
Terceira Lei (Agao e Reacao) para obter as leis de conservacao dos momenta
linear e a angular. As constantes de movimento (também chamadas leis de
conservagao): energia, momentum linear e momentum angular decorrem
das simetrias continuas do lagrangiano. Observe que essas simetrias nao
sao simetrias geométricas do sistema fisico em questao: sao simetrias do
formalismo que descreve a dinamica do sistema. Uma rocha amorfa (isto é:
uma colecao de N particulas) que gira em torno de um eixo fixo terd seu
momento angular conservado se o lagrangiano que a descreve for invariante
frente a uma rotagao rigida infinitesimal.
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Apéndice: a notacao de Landau-Lifshitz

E conveniente introduzir a notacao de Landau-Lifshitz [5]. Considere um
sistema de particulas descrito por coordenadas cartesianas. Para cada uma
dessas particulas:

ro = (Ta, Yo, 2a), «=1..N. (5)

N é o nimero de particulas do sistema. Da mesma forma
Va = (iaayaaza), a=1...N. (6)

O lagrangiano se escreve

L= L(mlaylazb "'7:I:N7/yN7ZN;jjlaylaZ‘17 7xN7yNaZNat)a (7)

ou, concisamente
L=1L(ry,va;t), a=1..N. (8)

As equagoes de Euler-Lagrange se escrevem

oL d L

é?_ra_aava =0, a=1..N, 9)
que significa trés equacoes de Euler-Lagrange para cada valor de «
g—i—%g—i:& a=1..N; (10)
%_%%:O; a=1..N; (11)
g_i_%g—zi:(); a=1...N. (12)

Um modo mais conciso:

oL oL . 0L .
o, Gxax+ 6yay+ Z. (13)

Da mesma forma

R Tt ) (14)
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