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RESUMO

O movimento da L ua tem aspectos pouco intuitivos quando observado de um referencia
fixo no Sol. Existem muitas concepcdes erréneas sobre este movimento, encontradas em
véarios textos de referéncia e aceitas pela maioria das pessoas como parte do senso
comum. Neste trabalho nés discutimos porque as nogdes usuais sobre a trgjetéria da Lua
em torno do Sol estéo erradas, e apresentamos uma descri¢éo simples da geometria da
orbita lunar.

1. INTRODUCAO

O objetivo deste trabalho € discutir a 6rbita da Lua tal como é vista de um referencial fixo no
Sol. Existem vérias nogdes intuitivas sobre esta Orbita, provavelmente motivadas por anal ogias com
problemas de natureza semelhante. Como veremos, estas nogdes estéo freglientemente erradas.
Uma possivel origem para o erro € que a idéia usud de satélite enfatiza naturalmente a forca que a
Terrafaz sobre a Lua e tende aignorar o papel da interagdo Sol-Lua. O problema é que a forca Sol-
Lua € bem maior que a forga TerraLua. 1sso cria restrigdes sobre o tipo de movimento que a Lua
pode apresentar quando observada do Sol, dando a drbita neste referencial um aspecto que, para a
maioria das pessoas, parece surpreendente e pouco intuitivo. Nés confirmamos este Ultimo aspecto
fazendo uma “pesquisa de opinido” entre alunos e professores do Instituto de Fisica da UFRJ. Os
resultados mostraram que a grande maioria tinha uma idéia qualitativamente errada a respeito da
oOrbita da Lua vista do Sol. O mais curioso € que 0 mesmo equivoco pode ser encontrado em livros-
texto e enciclopédias bem conhecidos.

Esta questéo g foi abordada anteriormente. Ha um interessante artigo de Antonio Teixeira Jr
[Tel80] que discute a trgetdria da Lua vista do Sol, aponta varias fontes bibliogréficas contendo
equivocos a esse respeito e propde atividades sobre o tema para sala de aula.

No presente trabalho nos discutimos um modelo simples para a orbita de um satélite vista do
Sol, e analisamos em que condicles ela terd o aspecto pouco intuitivo apresentado pela Lua. O
modelo € implementado em uma simulagdo computaciona que permite desenhar a 6rbita e estudar a
sua forma. Com a simulagdo podemos ndo apenas visudizar a Orbita “real” da Lua, meas,
principalmente, modifica-la de modo a realcar os aspectos que a tornam tdo pouco intuitiva.

Este artigo esté organizado da seguinte maneira. Na secdo 2 discutimos as forgas que agem
sobre a Lua e seu papel na definicdo da forma geométrica da oOrbita. Na secdo 3 mostramos
exemplos tirados de diversas publicagfes, onde a forma da orbita da Lua é apresentada de maneira
equivocada. Na segéo 4 apresentamos uma “pesquisa de opinido” sobre a Orbita da Lua e discutimos
os resultados. O modelo simplificado que usamos para descrever as Orbitas planetérias € tratado na
secdo 5. A forma geométrica da Orbita da Lua é anadlisada em detalhe na secéo 6, com auxilio de
simulagdes computacionais. Alguns comentérios e obs ervagdes finais estdo na segdo 7.



2. FORCASTERRA-L UA ESOL-LUA: A CURVATURA DA ORBITA LUNAR

As principais forgas que atuam sobre a L ua séo as atragdes gravitacionais da Terrae do Sol.
Para calcular essas forgas precisamos dos seguintes dados:
- Distdnciamédia TerraLua r = 385" 10°m (apogeu 4,08° 10°m, perigeu 3,61° 10°m)
- Distanciamédia TerraSol: R=150" 10"'m (afdio 152" 10"'m, peridio 147" 10"'m)
-Massado Sol: Mg =1,99" 10¥kg
-MassadaTerra M, =598" 10**kg
-MassadaLua M, =735  10°°kg
- Constante gravitacional: G =6,672" 10 *m*/kg/s>

Vamos supor que a Orbita da Lua em torno da Terra € circular (essa € uma boa aproximacao;
com 0 apogeu e perigeu dados acima vemos que o erro cometido € da ordem de 5%). Assim, aforca
entreaTerraealuaé

MM,

r.2

F,»G =2,0" 10N .

Para obter a forgca exercida pelo Sol sobre a Lua vamos proceder de maneira semelhante. A
distancia Terra-Lua é muito menor que a distancia Terra-Sol; € menor até que a diferenca entre o
afélio e peridélio terrestres. Portanto, com um erro inferior a 2%, podemos aproximar a distancia Sol-
Lua pela distancia média Sol-Terra. A forga Sol-Lua &, entéo,

MsM,

Fe »G 2 =4,4" 10°N .

A comparagdo dos valores obtidos acima leva a uma conclusdo surpreendente: aforga que o
Sol faz sobre a Lua € maior que a forga que a Terrafaz sobre a Lua. (Note que a diferenca é téo
grande, Fyq ~2F, , que as aproximacOes feitas no caculo das forgas ndo comprometem a
comparagao). Em particular, isso significa que a forca resultante aponta na dire¢éo do Sol quando a
LuaestaentreaTerraeo Sol (vejaafigura2.l).
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Figura 2.1. Forcassobrea Luaquando dlaestaentreaTerraeo Sol.

Se aforca resultante aponta para 0 Sol, segue-se um resultado importante: quando a Lua esta4
entre a Terra e 0 Sol, a concavidade da sua tragjetéria deve ficar voltada para o Sol, como mostra a
figura 2.2.
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Figura 22. Curvaturadatrajetoria da Luaquando elaestdentrea Terraeo Sol.
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Este resultado sobre a curvatura é contréario a intuicdo de muitas pessoas. Como veremos nas
préximas segoes, a maioria parece acreditar que a trgjetéria da Lua tem formas incompativeis com a
figura 2.2. Um motivo paraisso é que, em geral, tendemos a acreditar que a forca Terra-Lua é muito
maior que aforca Sol-Lua, algo que ja vimos ser falso. Outrarazéo é que é dificil entender como a
Lua pode girar em torno da Terra mantendo a cuvatura de sua trajetdria sempre voltada para o Sol.
Este Ultimo aspecto nos leva a questdo que trataremos mais a frente: como € a 6rbita da Lua vista do
Sol?

3. CONCEPCOESERRONEAS SOBRE A ORBITA DA L UA VISTA DO SOL

A forma da 6rbita da Lua vista de um referencial fixo no Sol, ndo € um assunto geralmente

abordado por livros. Mas, quando isso ocorre, freqlientemente encontramos trajetorias representadas
incorretamente. Um exemplo esta no livro de Alonso & Finn [Alo72], bem conhecido por aunos e
professores de Fisica. No capitulo sobre cinemética, ao falar sobre referenciais ele exibe atrgjetéria

mostrada na figura 3.1.

—tl zr
Trajetbria -\ ,/ | Bt ’/\
da Lusem o L / S~ ,/

relacio ao Sol - -.\

Trajetoria C’

da Lua em
relaglio & Terra

Trajetria

da Terra em

relagio ao Sol
Figura 5-2. A 6rbita da Lua relativa 4 Terra ¢ ao Sol. A distdncia Terra-Luaé somente 4 x 1073
da distancia Terra-Sol. As ondulagdes da érbita da Lua aparecem aqui muito exageradas

Figura 3.1. Orbita da Lua segundo Alonso e Finn [Alo72).

A trgetoria mostrada na figura 3.1 ndo esté de acordo com 0 que vimos na secdo anterior:
nos pontos em que a Lua passa entre a Terra e 0 Sol, a curvatura esta erroneamente voltada para a
Terra

Problemas semelhantes podem ser encontrados até em publicaces dedicadas a astronomia.
A figura 3.2 mostra a representacdo da érbita da Lua qie estAno Larousse Astronomy [Cot87].
Novamente vemos que a curvatura esta erroneamente representada.



Figura 3.2. A ¢rbita da Lua segundo o Larousse Astronomy [Cot87].

A internet, como ndo podia deixar de ser, também tem casos de érbitas mal desenhadas,
inclusive em dtes respeitavels. Um exemplo é o do National Maritime Museum (UK), em
http: //Amww.nmm.ac.uk , de onde tiramos a figura 3.3 (no site, procurar em Learning / E-learning /
GCSE Astronomy / The Sun & Moon / The Moon's movement). Podemos observar 0 mesmo
defeito dos casos anteriores.
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Figura 3.3. A ¢rbita da Lua segundo o National Maritime Museum (http://www.nmm.ac.uk).

Mais exemplos de publicagBes que tratam da orbita da Lua de maneira equivocada podem
ser encontradosem [Tei80].

4. PESQUISA DE OPINIAO: COMO E A ORBITA DA L UA?

Idéias errbneas sobre a odrbita da Lua ndo sdo encontradas apenas em livros ou sites da
internet. Como veremos a seguir, mesmo em ambientes académicos a maioria das pessoas tem
dificuldade para imaginar como seria a 6rbita da Lua vista do Sol. N6s verificamos isso fazendo
uma pequena pesguisa envolvendo alunos e professores do Instituto de Fisica da UFRJ. Também
foram consultados professores de Fisica, Matematica, Quimica e Biologia do ensino médio do
estado do Rio de Janeiro. O nimero total de participantes foi 180. A questdo apresentada a eles foi a

seguinte:

Qual dastrajetorias abaixo melhor representaatrajetoria da L ua, vistade um
referencial fixo no Sol?

) b) ©) d)

'Sol Sol © sl o 'Sl

Como ja discutimos na se¢do anterior, as opgdes B, C e D sdo incorretas, pois em nenhuma
delas a curvatura da Orbita esta sempre voltada para o Sol. A resposta certa € a opgéo A. A figura
4.1 mostra a distribui¢éo das respostas. Vemos que menos de 15% estavam corretas
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Figura 4.1. Distribuicéo das respostas & questdo sobre a érbita da Lua

A mesma questdo foi apresentada a 129 professores de Portugués, Geografia e Historia,
todos do ensino médio no estado do Rio de Janeiro. Curiosamente, a taxa de acerto foi maior resse
caso: 22% deles marcaram a resposta A.

5. M ODELO CINEMATICO DA ORBITA DA LUA

Como vimos nas secles anteriores, a maioria das pessoas parece ter idéias erréneas sobre
como a Lua se move em torno do Sol. Um dos motivos paraisso € a dificuldade em imaginar como
a Lua pode girar em torno da Terra e a0 mesmo tempo, ter uma trajetoria que sempre se curva na
direcdo do Sol. Para verificar que tipo de movimento a Lua descreve em torno do Sol, vamos
discutir nesta se¢cdo um modelo aproximado da tragjetéria que grmite obter resultados analiticos
simples. Na proxima secdo implementaremos o modelo em uma simulagdo computacional .

No modelo, fazemos a aproximacao de que as orbitas da Terra em torno do Sol e da Luaem
torno da Terra so circulares, ja que elas possuem excentricidades muito pequenas (0,017 para a
Terra e 0,055 para a Lua). Também supomos que todos 0s movimentos estdo em um mesmo plano,
pois a ¢rbita da Lua em torno da Terra esta inclinada de apenas uns 6° em relagdo a orbita da Terra
em torno do Sol.

Os parémetros do modelo sdo o raio e a freqiiéncia angular das oOrbitas da Terra (Re O) e da
Lua (r e 7. O movimento da Lua visto do Sol € entdo, a composicdo de dois movimentos
circulares uniformes:

X = Rcos(Wt) +r cos(wt)

_ @
y = Rsen(Wt) +r sen(wt)

Os pardmetros R, O, r, ? ndo sdo independentes — eles estéo relacionados pela lei da
gravitagdo. Para o sistema Terra-Sol temos que

GM .= WR?,

e parao sstema Terra-Lua,

GM, =wr’.

Eliminando a constante gravitacional G nas equagdes acima chegamos arelagéo



Gor Gt =T 2

Deve ser enfatizado que a relacdo (2) € apenas uma aproximagao, em que o0 sistema de trés
corpos Sol-Terra-Lua € tratado como dois sistemas independentes de dois corpos. Sol-Terra e
Terralua. O nosso modelo “cinemético” estd todo baseado nessa aproximacdo, que tem a
vantagem de simplificar enormemente a andlise do problema.

Vamos usar 0 modelo acima para estudar em que condi¢les a oOrbita da Lua terd a curvatura
voltada para o Sol. Para que isso acontega, o vetor acelerago da Lua (no referencial do Sol), a(t),

deve ser tal que:

a(t):r(t) <0

onde r(t) é a posicdo da Lua em relagdo ao Sol. Diferenciando as equagdes de movimento (1),
obtemos que a aceleracdo é dada por

a, = - W'Rcos(Wt) - w’r cos(wt)
a, =- WRsen(Wt) - w?r sen(wt)
de modo que acondigio a(t):r(t) < 0 pode ser escrita como

WERZ +WPr? + (WP + W) Rr cos(Wt - wt) > 0.
Esta condicéo so sera vdida paratodo instante t se
WERZ +w?r 2 - (WE +wP)Rr >0
que é equivalente a
WR(R- 1) >Wr(R-r).
Como R>r, obtemos finamente que
WPR > wWr . ©)

Esta condi¢do diz, essenciamente, que a aceleracdo centripeta da Terra em torno do Sol
deve ser maior que a da Lua em torno da Terra — um resultado t&o simples que poderiamos té-lo
usado como ponto de partida. Combinando as equactes (2) e (3) encontramos que a curvatura da
Orbita lunar estard sempre voltada para o Sol se

MT
r>R/M—S. (4)

E Gtil definir o raio limite que separa as trajetorias “concavas’ e “convexas’,



de modo que a condi¢éo (4) pode ser escritacomo r >R, .

Para a Terra, o rao limite € R, =26 10°m. Como o raio (médio) da orbita lunar é
r =38 10°m, vemos que r > R,, OU Sgja, a cur vatura da 6rbita da Lua deve estar sempre voltada
parao Sol.

E interessante estudar o que acontece com os satdites dos outros planetas. A tabela 5.1
mostra os valores de Ry para os 8 planetas do sistema solar (note que ja rebaixamos Plutdo). O
nimero de satélites de cada planeta, e quantos tém orbitas com r > R, (na verdade, semi-eixo maior

> Ry), também estdo mostrados na tabela

Planeta Mercario | Vénus | Terra | Marte | Jupiter | Saturno [ Urano | Netuno
Ry (M) 23 10" |1,710°] 26 10° [ 1,3 10°] 2,47 10° | 2,47 10" | 1,9° 107 | 3,2 10%°
Numero de 0 0 1 2 &3 5% 27 13
satélites
Satélites com ) ) 1 0 5 1 1 2
r>R0

Tabela 5.1. O raio limite Ry e a fragdo de satdlitescom r > R, para os planetas do sistema solar.

Podemos ver da tabela 5.1 que, dos 162 satélites planetarios existentes no sistema solar,
apenas 10 tém oOrbitas com r > R;. Orbitas como a da Lua séo muito raras no sistema solar.

E instrutivo comparar as distancias dos satélites aos planetas, usando o raio limite Ro (de
cada planeta) como padréo. O histograma da figura 5.1 mostra como os valores de r/Ry estédo
distribuidos entre os 162 satélites do sistema solar. Dois aspectos dessa distribuicdo chamam a
atencdo: 1) a grande concentracdode satélites com 0.7xXRo < r <Ry (76 dos 162 satélites estdo nessa
faixa) e 2) a queda abrupta observada emr > Ry. N&o temaos a menor idéia sobre a origem desses
aspectos curiosos (se é que existe algum motivo para eles). E digno de nota, também, que Lua é o
satélite com o segundo maior vaor de r/Ro (=1,48). Ela sO perde para um satélite de Netuno,
S2002N4 , que tem r/Ro = 1,50.
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Figura 5.1. Distribuicsio de r/R, entre os satélites do sistema solar . Orbitas “ concavas’ correspondem a
rRy> 1




6. A FORMA GEOMETRICA DA ORBITA DAL UA

Nesta secdo nds vamos estudar a forma geométrica da trajetéria da Lua em torno do Sol.
Para isso @senvolvemos uma simulagdo computacional baseada no modelo cinemético da segdo
anterior. A simulagéo foi construida com o Modellus um programa de modelagem matemética para
uso no ensino médio, desenvolvido por Vitor Teodoro [Teo03] e disponivel em
http: //phoenix.sce.fct.unl.pt/modellus/. O modelo usado estA mostrado na figura 6.1, e vemos que
ele consiste basicamente das equagOes paraa posicéo r (t) eaceleracdo a(t) discutidas na seéo 5.

Modelo x|

[ ][ ][ e J[an e o] [interpreter] (B | 2] [=

s

.‘{=cos[1] + xeosw % t)

y=sinf ]+ r =sin{w =7
)
g_\-=-cus[:] WXy XCUS[W Ze f]

f“{]'=‘5i'“£n'] = '-1'2>< ¥ xsirl['-t' * E]

Ezconder janela. |

Figura 6.1. Modelo da érbitalunar no Modellus

As unidades que usamos no modelo computacional sdo tais que R=1e W= 1. Nessas
unidades, a freguéncia angular da Lua vae ? = 134 e o raio da Orbita lunar € r = 0,00256. Em
outras palavras. em um ano a Lua da aproximadamente 13 voltas em torno da Terra, e a distancia
TerraLua é cerca de 400 vezes menor que a disténcia TerraSol. Este Ultimo resultado mostra que,
se desenhamos o sistema TerraLua-Sol em uma mesma escala, as variagdes de posicéo da Lua em
relacdo a Terra ndo se tornam visive's, e a Orbita da Lua vista do Sol se confunde com ada Terra. A
simulagéo no Modellusmostra isso: na figura 6.2 esta a érbita da Lua em torno do Sol, e ela parece
indistinguivel de um circulo (a Orbita da Terra).

Figura 6.2. Orbita da L ua em torno do Sol, desenhada com o Moddlus

Mas n6s sabemos, pela propria construgdo do modelo, que a orbita da Lua ndo € circular.
Isso fica evidente quando estudamos o comportamento do vetor aceleracdo. Usando 0s recursos
gréficos do Modellus, podemos mostrar a aceleragdo  a(t) em diversos pontos da trajetéria. O
resultado estd na figura 6.3. Vemos que o movimento da Lua tem pontos de ata aceleracéo
intercalados com pontos de baixa aceleracdo. Nos primeiros, a Terra estd entre a Lua e o Sol; nos
ultimos, a Lua esta entre a Terra e 0 Sol. 1sso significa que a trgjetdria da Lua tem, aternadamente,
pontos de dta e baixa curvatura — nesse sentido ela se assemelha a um poligono com vértices e
lados arredondados.



Figura 6.3. O vetor acderacdo ao longo da orbita da Lua, no referencial do Sal.

O aspecto “poligonal” da orbita lunar ficaria acentuado se a sua distancia a Terra fosse igual
a0 raio limite Ry que discutimos na secdo 5. Nesse caso a aceleracdo seria nula quando a Lua
estivesse entre a Terra e 0 Sol e, portanto, na vizinhanga desse ponto a trgetéria seria

aproximadamente uma reta. A figura 6.4 mostra essa trgjetéria, que € obtida tomando r =1/w? na
simulagdo do Modellus (lembre que o raio limite € r = RW?/w?, e que as unidades do programa
s@0 R = W= 1). Para que a Orbita ficasse fechada nés tomamos ? = 13 em vez de 13/4.

Figura 6.4. Orbita limite para ? = 13, desenhada com o Modellus

O aspecto “poligonal” da érbita mostrada na figura 6.4 € um pouco mais perceptivel que o
da verdadeira 6rbita lunar, mas ndo muito. Essa caracteristica fica mais visivel se considerarmos
orbitas limite com menores frequéncias ?, ou sgia, maiores valores de r. A figura 6.5 mostra a
orbita limite para ? = 9; podemos agora notar claramente o0 aspecto “poligona” a que nos
referimos. a drbita se assemelha a um octégono (nimero de lados = w- 1=8). Para ? = 7 temos o
“hexagono” mostrado na figura 6.6. Exemplos de érhitas “pentagonais’ (? = 6), “quadradas’ (? =
5) e “triangulares’ (? = 4) também estdo nafigura 6.6.

Figura 6.5. Orbitalimitepara ? = 9.
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Figura 6.6. Orbitaslimite “poligonais’ para diferentesvaloresde ?.

7. COMENTARIOSFINAIS

O objetivo deste trabalho foi explorar uma questdo que nos é muito proxima, mas que ainda
tem aspectos surpreendentes para muitas pessoas. a 6rbita da Lua. Vimos com uma pequena
“pesquisa de opinido” gque a maioria das pessoas tem idéias errbneas sobre como € a orbita da Lua
vista do Sol. Provavelmente, existem varios motivos para isso: (1) a tendéncia a achar que a
principal forgca que age sobre a Lua € a atragdo gravitaciona da Terrg (2) os erros sobre 0 assunto
contidos em livrostexto e outras publicacles, e (3) a dificuldade em imaginar como é possivel que
a Lua gire em torno da Terra e, a0 mesmo tempo, tenha uma trgjetéria que se curve sempre para o
Sol. No6s tentamos abordar esta Ultima dificuldade usando um modelo simples (e aproximado) para
atrgetéria da Lua em torno do Sol. Com esse modelo, nés investigamos em que condicdes a érbita
de um satélite tem a forma pouco intuitiva apresentada pela Lua. Vimos que a imensa maioria dos
satélites planetérios do sistema solar tem Orbitas do tipo que as pessoas consideram “normais’.
Apenas 10 satélites (em 162), entre eles a Lua, tém orbitas com a concavidade voltada sempre para
0 Sol. Também observamos algumas caracteristicas muito interessantes na distribuicdo estatistica
das ¢drbitas dos satélites do sistema solar, para as quais ndo temos nenhuma explicacdo. Finalmente,
nos desenvol vemos uma simulagdo computacional (com o Modellug com a qua podemos desenhar
a Orbita de um satélite vista do Sol. Com isso, vimos que a érbita da Lua pode ser caracterizada
aproximadamente como um “poligono” de doze lados (um dodecigono), com os lados e vértices
arredondados.
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