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This [, then,] is one of the important steps in the development of physical law: first we
observe an effect, then we measure it and list it in a table; then we try to find the rule

by which one thing can be connected with another.

— RICHARD P. FEYNMAN, The Feynman Lectures on Physics, Addison—Wesley, 1964,
vol. 1, p. 26-2.
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1 Introducao

Apresentamos neste trabalho uma introducdo ao conceito de refragdo luminosa para
uso no Ensino Médio e em disciplinas do ambito profissional das licenciaturas em Fisica.
Nossos principais objetivos nesta dissertacao sao a descri¢ao e a compreensao do fenémeno
fisico em questdo, conforme primeiramente analisado por Ptolomeu, no século II da nossa
era. A partir da formacao de imagens de um objeto, empregando-se varios dioptros
tais como ar-agua, ar-vidro, ar-acrilico, vidro-agua e acrilico-agua, combinada com a
analise dos dados obtidos para diferentes posi¢oes imagem-objeto, determinamos, de forma
fenomenoldgica, a lei de Ptolomeu e, em seguida, a lei de Kepler e a lei de Snel-Descartes
para a refracdo, estabelecidas no século XVII. Desta forma, estabelecemos a lei da refragao
tradicionalmente apresentada nos livros didaticos a partir da analise grafica e algébrica
das observagoes experimentais. Esperamos que o estudo aqui apresentado contribua para
a discussao da formacgao de imagens com o auxilio de lentes e para a instrumentacgao dos
futuros professores da educacao secundaria e dos primeiros anos dos cursos universitarios.

Este guia de orientacoes esta dividido em trés partes:

1. Analise qualitativa da refragdo, onde se constata que meios transparentes modificam
a posicao dos objetos para um certo observador, seguida de uma analise quantitativa
de natureza geométrica para a posicao de varios objetos através de uma lente plano
convexa. Nesta primeira etapa o objetivo é que o estudante perceba que had um
desvio angular entre a posi¢ao real do objeto e a imagem observada através da lente.
Outro aspecto importante do experimento ¢ a possibilidade de localizar a imagem
dentro da lente. E uma tarefa que exige muita concentracao porque o cilindro usado
para localizar a imagem deve ter suas geratrizes coincidentes com as geratrizes da

imagem vista através da face frontal.

2. A partir dessa situagao geométrica configurada, partimos para o segundo momento
da atividade: a determinagao de uma lei empirica entre os angulos. Para isso usa-
remos o Baptistir (goniémetro usado por Ptolomeu) e, para a investigagdo dessa
relacdo matematica, adotaremos os procedimentos também empregados por Pto-
lomeu. Com o propésito de compreender como a refracdo se da nesse diferentes
dioptros, investigaremos trés deles: ar-agua, ar-acrilico e acrilico-agua. Em cada
uma das situagoes experimentais é feito um levantamento de dados das diferentes
posicoes angulares do objeto e da sua imagem para, em seguida, analisid-los de forma
grafica. A partir dessa representacao grafica estabelecemos uma expressao algébrica
entre os angulos considerados. Essa relacao encontrada entre os angulos é de forma

quadratica e é conhecida como a lei de Ptolomeu para a refragao.
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3. O terceiro e ultimo momento da atividade é buscar uma relagdo que descreva de
forma mais precisa o conjunto de dados obtidos. Uma das possibilidades é trabalhar
com as fungbes trigonométricas, em especial a fungao seno. O ajuste linear é muito
bom para o conjunto de dados angulares obtidos no experimento. A partir da
linearizacao obtida é possivel escrever a lei dos senos, conhecida como lei de Snel-

Descartes para a refracao.

Apresentamos a seguir, de forma mais detalhada, a metodologia a ser empregada no

desenvolvimento dessa pratica experimental.



2 Uma investigacao da refracao

A Optica geométrica, através de seus principios, nos permite estudar o processo de
formagao de imagens em diversas situagoes. Como chamamos a atengao nos capitulos
precedentes, este processo € objeto de preocupacao desde a Grécia Antiga e, neste capitulo
apresentamos uma investigacao sobre a formacao de imagens devido a refragdo luminosa
baseada em um conjunto de atividades que denominamos o experimento de Ptolomeu.

Em geral, os primeiros passos dos alunos do Ensino Médio nesta unidade de estudo
sao a formacao de imagens com o auxilio da camara escura ou pela projecao das sombras
e, em seguida, a formacao de imagens por reflexdo, produzidas por espelhos planos e
esféricos. Neste tltimo caso, os alunos entao percebem a simetria das imagens formadas
em relagao ao objeto refletido.

Deste modo, ao abordar as atividades apresentadas neste capitulo, esperamos que o
estudante ja possua alguns conceitos bésicos tais como: (1) o raio visual, o segmento de
reta que une o olho do observador ao objeto observado; e (2) a propriedade de reflexao,
fendmeno associado a deflexao do raio visual por um espelho, um objeto nao transparente
ou, nas palavras de Ptolomeu, aquele objeto que nao permite que o raio visual o atravesse.

Assim, para completar o estudo da formacao de imagens em diferentes situagoes, ao fi-
nal das atividades sugeridas nesse capitulo estabelecemos as condi¢oes geométricas em que
um determinado objeto produz uma imagem correspondente, quando este mesmo objeto
é observado através de um sistema Optico particular, o dioptro, um sistema constituido
pela combinacao de dois meios transparentes em contato.

Para realizar as atividades aqui propostas, consideramos que além do estudo das condi-
¢oes de formacao de imagens por espelhos, o estudante também possui familiaridade com

construgoes geométricas e nogoes matematicas adequadas ao seu estagio de aprendizagem.

2.1 A refracao em perspectiva

No estudo da formagao da imagem de um objeto vista por um observador através de
um determinado sistema Optico devemos levar em consideracao o fenémeno da refracao
luminosa. A experiéncia da moeda oculta no fundo de recipiente e que se torna visivel
com a colocacao de certa quantidade de agua dentro dele, como descrito por Ptolomeu
(COHEN; DRABKIN| (1958, p. 273), é um bom exemplo de formagdo da imagem de-
vido a presenca de um dioptro. Apresentamos a seguir uma variacdo quantitativa dessa
experiéncia.

A descricao geométrica da posi¢do da imagem de um objeto quando este é observado
através de um meio transparente pode ser compreendida inicialmente com a ajuda de

cinco cilindros feito de acrilico que possuem um didmetro ¢4 = 2.00(5) cm e uma altura
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h = 2.00(5) cm e cinco pequenos discos nao transparentes, de didmetro igual ao didmetro
dos cilindros. Também temos a nossa disposi¢cao um disco semicilindrico feito também em
acrilico e que possui um didmetro ¢p = 56.00(5) cm e uma altura A = 2.00(5) cm igual a

altura dos pequenos cilindros, como ilustrado na figura [I]

()

(b)

Figura 1. — Material para a primeira atividade. (a) Vista superior e (b) vista de
frente do disco semicilindrico feito em acrilico, de didmetro ¢p = 56.00(5) cm e uma
altura h = 2.00(5) cm igual a altura do pequeno cilindro de didmetro ¢4 = 2.00(5) cm e
do pequeno disco preto também de mesmo didmetro que o cilindro. Um esquadro e uma

régua milimetrada também devem ser incluidos no material.

O disco semicilindrico é colocado sobre um plano horizontal e, com uma régua milime-
trada, localizamos o ponto médio E que indica o centro da interface reta do nosso sistema
optico, o dioptro ar-acrilico. Para indicar esse ponto E, colocamos um dos pequenos

cilindros de acrilico nesta posi¢ao, como indicado na figura
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Figura 2. — Vista superior e de frente da representacdo do material da primeira ativi-
dade: o semidisco em acrilico que representa o dioptro ar-acrilico, os pequenos cilindros,
também em acrilico, e o pequeno disco que servem como objeto e guia de localizagao,
respectivamente. (a) Localizagdo do ponto de referéncia E no ponto médio da face reta
do semidisco. (b) A posi¢ao y do objeto em relagdo a E, em uma posi¢io sobre uma reta
tangente & borda do semidisco. (c¢) Deslizamento do cilindro sobre a reta Ey’, sobre a
superficie do semidisco, para a determinacao da posi¢do H da imagem. (d) Orientacoes
do objeto e da imagem, dadas por Fy e EFH, respectivamente, em relagdo a normal a
face plana do semidisco. (e) Alinhamento entre as posigoes do objeto e da imagem sobre
o segmento de reta yM, perpendicular a face reta do semidisco. (f) Posigdo final H

indicada sobre o semidisco pelo pequeno disco preto.
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O objetivo da atividade é localizar um objeto, um dos pequenos cilindros, em uma
posicao y, pertencente a uma reta tangente a face curva do disco, e observar através do
semidisco, a partir do ponto E, que a imagem desse objeto é formada no interior do
dioptro em uma certa posicdo H, com o auxilio de um objeto guia e o pequeno disco
acoplado a ele, como ilustrado nas figuras[Ib]e[2d Nessas figuras, o segmento de reta Evy,
em vermelho, representa o raio visual do objeto e o segmento de reta Fy’, também em
vermelho, representa o raio visual da imagem do objeto.

Observamos que o processo de localizar a imagem exige nao somente o deslizamento do
conjunto objeto guia e o pequeno disco sobre a superficie do semidisco transparente mas,
também, a comparacao da largura do objeto guia com a largura da imagem observada em
cada posicao ao longo da direcao de observacao, o segmento Ey’. Este processo permite
definir univocamente o ponto H sobre o semidisco como a posi¢ao correspondente da
imagem do objeto, percebida através do dioptro pelo observador em FE, como indicado na
figura 2d

Ao realizar essa experiéncia, duas observagoes sao imediatas e surpreendentes. O
angulo de orientagao da posicao da imagem nao ¢ igual ao angulo de orientacao da posicao
do objeto em relagao a perpendicular a face reta do semidisco, como indicado nas figura[2d]
A segunda observacao é que a posicao H também pertence a mesma reta perpendicular
a face plana do semidisco que se origina na posi¢ao real y do objeto e vai até um ponto
M sobre esta mesma face do semidisco, conforme ilustrado nas figuras [2€ e [2f]

Em seguida, distribuimos aleatoriamente outros cilindros similares ao longo da face
curva e localizamos geometricamente as respectivas imagens desses objetos vistas pelo
mesmo observador através do mesmo disco semicilindrico transparente, como ilustrado na
figura [3]

Da ﬁgura podemos observar que: (1) todas as posigoes das imagens dos seus respec-
tivos objetos apresentam uma posicao angular em relagdo a normal a interface ar-acrilico
maior do que a posi¢ao angular do objeto ao ser observado com o observador no meio me-
nos denso. Dizemos entao que o dioptro ar-acrilico apresenta a propriedade de refragao:
o encurvamento do raio visual; (2) todas as posi¢oes das imagens dos seus respectivos
objetos se localizam sobre uma reta perpendicular a interface ar-acrilico que vai da po-
sicao original do objeto até esta interface; (3) todas as posi¢oes das imagens dos seus
respectivos objetos se localizam sobre um arco de curva particular; (4) existe uma posigao
particular, K, definida pelo segmento de reta perpendicular a interface que passa pelo
seu ponto médio F onde a imagem do objeto nao sofre nenhum desvio; e (5) existe uma
posicao limite, w, para a observagdo da imagem objeto. Quando ele for colocado além
desse limite, nao havera condi¢oes de observagao da imagem correspondente.

A partir dessas observagoes podemos formular a seguinte questao: Conhecida a posi¢ao
angular da imagem de um objeto, podemos determinar a sua posicao real?

Nos dias de hoje, um observador treinado em trigonometria pode perceber da figura [4a]



Capitulo 2. Uma investigag¢io da refragio 7

K y
y
T L L
O
E M
[] []
(a) (b)
K X y ,
Q
L T L
O
E M
[T [ TTTT]
(c) (d)

Figura 3. — Vista superior e de frente da representacdo do material da primeira ativi-
dade: o semidisco de acrilico que representa o dioptro ar-acrilico, os pequenos cilindros e
0s pequenos discos pretos que servem como objeto e guia de localizacao, respectivamente.
(a) Posicao y' da imagem objeto em relagdo a E. (b) Posi¢ao dos diferentes objetos em
relacdo a E e as imagens observadas através do semidisco. (c) Posigoes das imagens dos
diferentes objetos e suas orientagoes, indicadas pelos discos pretos. Observe que todas
as posigoes das imagens repousam sobre uma reta perpendicular a face reta e que passa
pela posigao do objeto. (d) As posi¢oes das imagens repousam sobre um arco de curva.

que, se as dimensoes do objeto observado e do objeto guia sao muito menores do que as
dimensdes caracteristicas do dioptro, ela pode ser representada como indicado na figura[4b|
Se as posigoes z e 2’ estdo sobre a mesma perpendicular zM, entdo podemos escrever
que
sen 6, Ez 1 (2.1)
senfy Ez k'’ ’

onde k é um parametro a ser determinado e #; = Kz e 0y = K'Z' sdo, respectivamente,

a orientacao angular do objeto e da imagem. Este observador pode conjecturar que o
arco da curva é aproximadamente um arco de circunferéncia e, assim, o parametro k é
independente da localizacdo do objeto considerado. Neste caso, o valor de k pode ser
determinado pela razao e

k= Nl (2.2)
onde FK é o radius verus e EK' é o radius apparens. Desse modo, a posicao angular do
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Figura 4. — Representacao da formagcao de imagens da primeira atividade: o semidisco
de acrilico que representa o dioptro ar-acrilico, os pequenos cilindros e os pequenos discos
pretos que servem como objeto e guia de localizagio, respectivamente. (a) Posicao 2/
da imagem do objeto em z, em relagdo a E e suas orientagoes, indicadas pelos discos
pretos. (b) Decomposigdo dos diferentes orientagdes em relacao a FK e EM.

objeto, 01, é da pela expressao

sen 6y

(2.3)

f; = asen

Portanto, podemos concluir de ([2.3)) que, conhecendo-se o pardmetro k e a posi¢ao angular
f; da imagem, a posicao angular do objeto, #,, fica completamente determinada. Para
determinar o seno do angulo basta simplesmente inserir o valor do angulo de localizacao
da imagem em uma calculadora cientifica, apertar o botao correspondente a fun¢ao seno,
dividir o resultado pelo valor de k e apertar o botao da funcdo arco seno. A solucgao
procurada aparece imediatamente no visor do instrumento.

No entanto, ao solucionarmos o problema proposto, realizamos uma série de etapas
no seu desenvolvimento sem muito refletir sobre elas. Como foi construida a tabela de
valores dos senos para todos os diferentes angulos possiveis? Como podemos determinar
o valor do seno da posicao angular da imagem, a razao entre os segmentos h'z' e EZ/,
para qualquer angulo e com a precisao desejada? Acrescente-se, ainda, que na solucgao
apresentada por esse observador precisamos também conhecer a razao entre as distancias
EK e EK’', o que nem sempre ¢é possivel. Além disso, temos que admitir por hipdtese que
ao variarmos a localizacao angular do objeto a sua imagem correspondente estard sobre
o0 mesmo arco de circunferéncia.

Consultando os trabalhos de |Anderson, Katz e Wilson (2004)) e de outros autores,
ficamos bastante surpresos em saber que apesar da origem grega da geometria como a
conhecemos, o seu desenvolvimento pleno — assim como o da trigonometria — s6 acorreu
no século VII, na India. Somente muito mais tarde, no século XII, estas ciéncias vao ser
reintroduzidas na Europa pelos arabes. Portanto, Ptolomeu nao tinha ao seu dispor uma
tabela de senos. Na verdade, estas mesmas referéncias nos informam que é Ptolomeu
quem vai publicar a primeira tabela de cordas, o dobro do seno, o segmento de reta que

intercepta a circunferéncia em dois pontos.
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Para poder responder a pergunta originalmente formulada, Ptolomeu emprega um
método original para a sua época e moderno em todos os aspectos, como veremos adiante.
Ele estabelece uma funcao que determina a localizacao angular do objeto conhecendo-se
somente a localizacao angular da imagem. Para explorar esta técnica em nossa atividade,
precisamos inicialmente dispor de um equipamento denominado baptistir, descrito na se¢ao

seguinte, também planejado por Ptolomeu.

2.2 O baptistir

O baptistir consiste em um instrumento por nés construido, seguindo a orientagoes de
Ptolomeu descritas no quinto livro da sua Optica (COHEN; DRABKIN| 1958). Trata-se
de um recipiente semicilindrico com um disco conectado a ele que serve como gonio-
metro. O disco tem um raio igual ao raio do semicindrico e tanto o disco quanto o
recipiente foram reproduzidos em acrilico. As dimensbes internas do recipiente semici-
lindrico sao 60.00(5) cm x 2.00(5) cm x 30.00(5) cm e o disco tem as seguintes dimensoes:
60.00(5) cm x 60.00(5) cm x 1.00(5) cm, como ilustrado na figura [f]

Sobre o disco desenhamos uma circunferéncia ABGD com o centro em E coincidente
com o centro do disco e também estao representados dois didmetros AEG e BE D perpen-
diculares entre si e passando pelo centro da circunferéncia E, como ilustrado esquematica-
mente na figura[6l Dividimos cada quadrante da circunferéncia em noventa partes iguais,
denominadas grau, e localizamos o centro da circunferéncia com um indicador colorido.

E interessante lembrar que para os gregos, assim como para todos os cientistas até
Newton, 90° nao era apenas a medida do angulo reto, mas também significava a distancia
correspondente a um quarto do perimetro da circunferéncia. Assim, o grau é uma medida
angular que corresponde a uma dada distancia ao longo da borda do disco. Escolhe-
mos o didmetro do nosso baptistir igual a D = (60.00 £ 0.05) cm e, seguindo a heranga
babilonica, consideramos o comprimento da circunferéncia igual 360°. Deste modo, esta-

belecemos o grau para o nosso baptistir da seguinte maneira:

mD
1°= 72 ~ 5.2mm. 2.4
360~ 02 mm (24)

Deste modo, a divisao em noventa graus ao longo do perimetro do disco fica definida com
uma boa precisao. Uma distancia correspondente a 1.0 mm sobre a borda do nosso disco
corresponde entao a aproximadamente 0.2°.

Na se¢ao seguinte vamos empregar o baptistir para medir os angulos da localizagao do
objeto e da sua imagem correspondente e analisar quantitativamente a refracao produzida

por nosso dioptro ar-acrilico.
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Figura 5. — (a) Vista de frente e lateral do nosso baptistir. (b) Foto do baptistir em
acrilico, construido para o nosso trabalho.
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Figura 6. — Representacdo esquematica do nosso baptistir.

2.3 A refracao para o dioptro ar-acrilico

Estamos interessados em investigar quantitativamente as observagoes feitas na ativi-
dade anterior, onde observamos que os angulos de orientagao da imagem e do objeto nao
sdo iguais e que o primeiro é maior que o segundo quando o observador observa a imagem
do objeto a partir do ar (meio menos denso) para o acrilico (meio mais denso).

A seguinte questao foi formulada a partir das observagoes: Como podemos determinar
a posicao angular do objeto conhecendo-se a localizagdo angular da sua imagem?

Para responder a esta pergunta, vamos proceder como Ptolomeu. Comegamos entao
analisando o dioptro ar-acrilico usando o baptistir como instrumento de medida e apli-
cando a sua metodologia para a orientagao angular da posi¢do da imagem e do objeto
para o dioptro ar-acrilico, como descrito na figura

Para observarmos os efeitos do semidisco transparente sobre a formacao da imagem
de um objeto, quando o objeto ¢ observado através dele, procedemos do seguinte modo.
Primeiramente, colocamos o baptistir na vertical. Em seguida, colocamos um marcador
no ponto z do semidisco e o inserimos no recipiente. Medimos entao o angulo Kz ao longo
do arco GB, em um dos quadrantes do recipiente semicilindrico.

Finalmente, medimos o arco AZ a partir do ponto A, em um dos quadrantes do
disco ABGD, acima da interface recipiente-semidisco e oposto ao quadrante que contém
o angulo Kz. Esta medida é realizada da seguinte forma: com o auxilio de um marcador
colorido, localizamos da seguinte forma a posicdo Z nesse quadrante superior; com um

dos olhos miramos na direcao do marcador E a partir de Z, de modo que eles estejam
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Figura 7. — Baptistir e o dioptro ar-acrilico. Os pequenos circulos brancos representam
os pequenos cilindros usados anteriormente e que agora servem apenas para impedir que
o semidisco caia no interior do recipiente e, ao mesmo tempo, também servem para
alinhar as faces retas do semidisco e do recipiente.

orientados com o angulo de guia AZ e, ao mesmo tempo, o marcador em FE oculte a
imagem do marcador em z.

Seguindo a convencao de Ptolomeu, denominamos os dngulos AZ e Kz de posicao
angular da imagem, 5, e posicao angular do objeto, 6, respectivamente. Um conjunto de

medidas para estes angulos é apresentado na Tabela [1| e estd representado graficamente
na figura [§

Tabela 1. — Medidas para a posicao angular da imagem, 62 e a posicdo angular do
objeto, 01, para o dioptro ar-acrilico quando o objeto é observado a partir do meio
menos denso (o ar) para o mais denso (o acrilico). A localiza¢do angular da imagem foi
desviada de Af = 0, — 61 em relagdo a posicdo do objeto.

02(%) 0.(°)  AI()

10,0(2)  7.02)  3,0(4)
20,0(2) 14,0(2)  6,0(4)
30,02)  19,5(2) 10,5(4)
40,0(2)  250(2) 15,0(4)
50,0(2) 31,02) 19,0(4)
60,02) 35,0(2) 25,0(4)
70,0(2)  39,02) 31,0(4)
80,0(2) 42,0(2) 38,0(4)

Como podemos concluir da figura [§] — para o dioptro ar-acrilico e o objeto sendo

observado a partir do meio menos denso (o ar) para o mais denso (o acrilico) —, temos
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Figura 8. — Medidas para a posicao angular do objeto, 61, vs. a posicdo angular da
imagem, 65, para o dioptro ar-acrilico e o objeto é observado a partir do meio menos
denso (o ar) para o mais denso (o acrilico).

que o arco AZ é sempre maior do que o arco Kz e, por conseqiiéncia, a posi¢cao angular
da imagem, 65, é sempre maior do que a posicao angular do objeto, ;.

Assim, podemos afirmar que a linha guia para a observacao do objeto em z sofreu um
desvio na interface entre o ar e o acrilico. Portanto, o segmento de reta que orientava a
visao do objeto na direcao Ez foi encurvada para a direcao EZ pela quantidade Af =
0y — 01, de modo a observarmos a imagem do objeto em 2. A este fenémeno denominamos
refracao.

E interessante perceber que, se observarmos o objeto em G a partir da perpendicular
AF, a guia nao sofre nenhum desvio: a imagem continua sobre a mesma linha reta AFE.
Em todas as outras posigoes, entretanto, uma vez que aumentamos o arco AZ, a posi¢ao
angular da imagem, 65, o arco K z correspondente, a posi¢ao angular do objeto, 81, também
aumenta. Entretanto, o encurvamento é progressivamente maior, como podemos observar
na figura [9|

Da figura [9] também observamos que ao variarmos a posi¢ao angular da imagem, a
posicao angular do objeto varia mas nao na mesma propor¢ao. Quanto maior a posi¢ao
angular da imagem, maior é a diferenca entre a posicao angular da imagem e do ob-

jeto. Isto nos sugere analisar o comportamento da razao entre essas duas grandezas, com
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Figura 9. — Diferenca Af entre as medidas para a posicdo angular da imagem do
objeto, 05 e a posicdo angular do objeto, 81, vs. posicao angular da imagem, 65, para o
dioptro ar-acrilico e o objeto é observado a partir do meio menos denso (o ar) para o
mais denso (o acrilico).

representado no gréafico da figura [10]
Percebemos da figura que, para as posi¢oes angulares consideradas, estd razao

varia linearmente com a posicao angular da imagem do objeto, 6. Desse modo, podemos

escrever que

g; =a—bb,, (2.5)

onde a e b sao constantes de valor aproximado

a~ 0.74(1) (2.6)

0.74(1) — 0.48(1)
~100(1)°
Estas constantes e suas incertezas sao, respectivamente, o coeficiente linear e angular
de (2.5)), determinados por triangulacdo a partir do gréfico da figura [10}

Portanto, esta andlise revela que a razao entre as medidas da posicao angular da

~ 0.0026(2)/°. (2.7)

imagem e do objeto, /0, varia linearmente com a posicao angular da imagem do objeto,
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Figura 10. — Razdo entre as medidas da posigao angular da imagem e do objeto, 6 /6
vs. posicao angular da imagem do objeto, 2, para o dioptro ar-acrilico e o objeto é
observado a partir do meio menos denso (o ar) para o mais denso (o acrilico).

05, e podemos concluir que

01 = 02 ((I —-b 02) (28)
ou, ainda, que
)
91:a92<1—2>, (2.9)
Bo
onde
a
Oy = 5 (2.10)

¢ uma constante que corresponde a um angulo caracteristico do experimento. Esta é
a lei da refragdo estabelecida por Ptolomeu, no século II, a partir da andlise dos seus
experimentos com os didptros ar-agua, ar-vidro e vidro-agua.

Assim, para o dioptro ar-acrilico, obtemos
0o =~ 280(30)°. (2.11)

A figura [11] representa o comportamento parabdlico, definido pela equagao (2.9), da

relacao entre a posicao angular do objeto, #; e a posi¢ao angular da imagem do objeto,
0.
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Figura 11. — Medidas para a posicado angular do objeto, 81, vs. posicdo angular da
imagem, 0o, para o dioptro ar-acrilico e o objeto é observado a partir do meio menos
denso (o ar) para o mais denso (o acrilico). A curva representa a fungao (2.9).

A partir da equagao (2.9) também observamos que a posi¢ao angular da imagem do

objeto, O3 = 90° define um angulo limite 6, para a localizacao angular do objeto:

0. = a 90° (1 - 9;) = 45(3)°. (2.12)

0

Este dltimo resultado pode ser verificado imediatamente pelo experimentador. Para o
nosso dioptro ar-acrilico temos que o valor experimental de 6. é igual a 44(1) °. Portanto,
a previsao da posicao limite do objeto, pela lei de Ptolomeu, apresenta uma discrepancia
de 1° em relacao a posicao angular real.
Observamos ainda que, para pequenas posi¢oes angulares das imagens, podemos rees-
crever a equacao (2.9) na forma
0, =~ a 0. (2.13)

Assim, o coeficiente a é uma “medida” da quantidade de encurvamento causado pelo nosso
dioptro. A equagao é conhecida como a lei de Kepler para a refracido, quando os
angulos sdo pequenos.

E importante salientar que na experimentacio que realizamos o objeto é observado a

partir do meio menos denso (o ar) para o mais denso (o acrilico). E natural, portanto, se
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perguntar o que ocorre quando observamos a formacgao da imagem do objeto a partir de
um meio mais denso em dire¢cao a um meio menos denso. Para realizar tal experimento,

rearranjamos o baptistir como ilustrado na figura [12]

Figura 12. — Baptistir e o dioptro ar-acrilico, onde o objeto em z, no meio menos denso
(o ar), é agora observado a partir de Z, o meio mais denso (o acrilico). O semidisco de
acrilico agora esta apoiado no recipiente semicircular BGD do baptistir.

Um conjunto de medidas das posi¢oes angulares das imagens do objeto para diferentes
posicoes angulares do objeto é apresentado na Tabela [2| e esta representado graficamente
na figura (13|

Tabela 2. — Medidas para a posicao angular da imagem, 02 e a angulo da posicdo
angular do objeto, 1, para o dioptro ar-acrilico quando o objeto é observado a partir do
meio mais denso (o acrilico) para o meio menos denso (o ar). A localizagdo angular da
imagem foi desviada de Af = 65 — 61 em relagdo a posicdo do objeto.

02(°)  0(%) Ab(%)

6,5(2) 10,0(2)  —3,5(4)
13,0(2) 20,0(2)  —7.0(4)
19,5(2)  30,0(2) —10,5(4)
25,5(2)  40,0(2) —14,5(4)
31,5(2)  50,0(2) —18,5(4)
36,0(2)  60,0(2) —24,0(4)
39,0(2)  70,0(2) —31,0(4)
42,5(2)  80,0(2) —37.5(4)

Observamos da figura que, para valores angulares para a posicao do objeto —

quando o objeto é observado a partir do meio menos denso (o ar) para o mais denso (o
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Figura 13. — Medidas para a posicao angular da imagem, 2, vs. a posicao angular do
objeto, 81, para o dioptro ar-acrilico quando o objeto é observado a partir do meio mais
denso (o acrilico) para o menos denso (o ar). Observe a inversao em relagao a figura

acrilico) — s@o simétricos aqueles determinados quando o objeto observado a partir do
meio mais denso (o acrilico) para o menos denso (o ar).

Uma vez mais podemos analisar o comportamento da razao entre essas duas grandezas,
com representado no grafico da figura [14]

Observamos da figura [14] que, para posicoes angulares da imagem maiores do que 30°,
estd razao varia linearmente com o angulo da posicao angular do objeto, ;. Desse modo,

podemos escrever que

% v v, (2.14)
01

onde a’ e b sdo constantes de valor aproximado

a' ~ 0.76(1) (2.15)

Y — 0.76(1) — 0.48(1)

100(1)°
Estas constantes e suas incertezas sao, respectivamente, o coeficiente linear e angular
de (2.14]), determinados por triangulacao a partir do gréfico da figura .

~ 0.0028(2)/°. (2.16)
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Figura 14. — Razdo entre as medidas da posigao angular da imagem e do objeto, 6 /6
vs. angulo da posicado angular da imagem do objeto, 65, para o dioptro ar-acrilico e o
objeto observado a partir do meio menos denso (o ar) para o mais denso (o acrilico).

Portanto, esta andlise revela que a razao entre as medidas da posicao angular da
imagem e do objeto, 65/6; varia linearmente com a posi¢ao angular do objeto, 6y, e

podemos concluir que

92 = 91 (a’ — b/ 91) (217)
ou, ainda, que
0
0y =d 6, (1 - }) : (2.18)
)
onde
/ a,
0, = b’ (2.19)

¢é uma constante que corresponde a um angulo caracteristico do experimento. Assim, para

o dioptro ar-acrilico, obtemos

0, ~ 270(30)°. (2.20)

Observe que 6 é praticamente igual a constante 6, determinada anteriormente.
A figura [15] representa o comportamento parabélico, definido pela equagao (2.18)), da

relacao entre a posicao angular da imagem do objeto, 65 e a posicao angular do objeto,
0.
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Figura 15. — Medidas para a posicado angular da imagem, 65, vs. posi¢do angular do
objeto, 61, para o dioptro ar-acrilico e o objeto é observado a partir do meio menos
denso (o ar) para o mais denso (o acrilico). A curva representa a funcao (2.18). Observe
a discrepancia entre a funcdo e os valores observados para a posicdo angular do objeto
para angulos menores do que 30°.

A partir da equagdo (2.18) também observamos que a posi¢do angular do objeto,

61 = 90° define um angulo limite ¢/ para a localizagao angular da imagem:

90°
0) = a 90° (1 — ,) =46(2)°. (2.21)

t
Este ultimo resultado é similar ao caso precendente e pode ser verificado imediatamente
pelo experimentador. Para o nosso dioptro ar-acrilico temos que o valor experimental de
0. é igual a 44(1) °. Portanto, a previsao da posi¢ao limite do objeto, pela lei de Ptolomeu,

apresenta uma discrepancia de 2° em relagao a posi¢ao angular real.

2.4 A refragao para o dioptro ar-agua

Apés termos investigado o dioptro ar-acrilico, vamos explorar os efeitos da agua sobre
a formacao da imagem de um objeto. Primeiramente, colocamos o baptistir na vertical
e preenchemos o seu recipiente semicilindrico com dgua limpa e em quantidade suficiente

para alcancar a sua borda. Em seguida, verificamos se a superficie do disco do baptistir
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esta perpendicular a superficie da agua. Esta superficie divide o disco em duas metades, de
maneira que a metade BG D, fica inteiramente abaixo do nivel da dgua. Assim, o didmetro

AFEG também estd perpendicular a superficie da dgua, como ilustrado na figura [16]

Figura 16. — Baptistir e o dioptro ar-agua.

Agora procedemos como descrito na Segao Colocamos um marcador em FE, o
ponto médio da lateral reta do semicilindro. Colocamos um outro marcador em z na base
curva do recipiente e observamos, ao longo da borda do disco, partindo da ponto A linha
guia AFE a posicao da imagem do objeto alinhada com o ponto E. Esta posicao é indicada
pelo ponto Z.

Um conjunto de medidas para estes angulos é apresentado na Tabela[3]e esté represen-
tado graficamente na figura [I7 Mais uma vez percebemos, a partir das nossas medidas,
indicadas na Tabela [3| que a posicdo angular da imagem AZ é maior do que a posicao
angular do objeto Kz.

Como podemos observar da figura [I7], para o dioptro ar-dgua e o objeto sendo obser-
vado a partir do meio menos denso (o ar) para o mais denso (a dgua), temos que o arco
AZ é sempre maior do que o arco Kz e, por conseqliéncia, a posi¢ao angular da imagem,
0y, é sempre maior do que a posicao angular do objeto, 6;. Portanto, podemos afirmar
que a guia para a observagao do objeto em H sofreu um desvio, isto é, o segmento de
reta que orientava a visao do objeto na direcao FZ foi encurvada para a direcao Ez pela
quantidade A0 = 0y — 01, de modo a observarmos o objeto em z, como no caso do dioptro
ar-acrilico. Podemos afirmar entdo que a refragdo ocorre ao observamos um objeto atra-
vés de dois meios transparentes em contato e o segmento de reta de orientacao visual é

refratado na interface entre os dois meios considerados.



Capitulo 2. Uma investigag¢io da refragio 22

Tabela 3. — Medidas para a posi¢do angular da imagem, 6o e a posicdo angular do
objeto, #1, para o dioptro ar-acrilico quando o objeto é observado a partir do meio
menos denso (o ar) para o mais denso (a dgua). A localizagdo angular da imagem foi
desviada de Af = 65 — 61 em relagdo a posicao do objeto.

02(°) 01(°) AG(°)

10,0(2)  9,0(2) 1,0(4)
20,02)  16,0(2) 4,0(4)
30,02)  23,0(2) 7,0(4)
40,02)  295(2)  10,5(4)
50,0(2)  36,0(2)  14,0(4)
60,0(2) 41,02)  19,0(4)
70,0(2)  44,5(2)  25,5(4)
80,02) 49,0(2)  31,0(4)
920
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Figura 17. — Medidas para a posicdo angular do objeto, 81, vs. posicdo angular da
imagem, A2, para o dioptro ar-agua e o objeto é observado a partir do meio menos
denso (o ar) para o mais denso (a dgua).

E interessante perceber que, se observarmos o objeto em G a partir da perpendicular
AF, a guia nao sofre nenhum desvio: a imagem continua sobre a mesma linha reta AFE.
Em todas as outras posigoes, entretanto, uma vez que aumentamos o arco Kz, o arco
AZ também aumenta, mas o encurvamento é progressivamente maior. Entretanto, os

incrementos nao sao linearmente proporcionais. [ustramos na figura[l18 o comportamento
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da razao entre as posi¢oes angulares em func¢do da posi¢ao angular da imagem.
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Figura 18. — Razao entre as medidas da posi¢ao angular da imagem e do objeto, 01 /62
vs. angulo da posicdo angular da imagem do objeto, 02, para o dioptro ar-agua e o objeto
observado a partir do meio menos denso (o ar) para o mais denso (a dgua).

Observamos da figura que estd razao varia linearmente com o angulo da posi¢ao

imagem do objeto, #5. Desse modo, podemos escrever que
— =a—bb,, (2.22)
onde a e b sao constantes de valor aproximado

a ~ 0.85(1) (2.23)

- 0.85(1) — 0.57(1)

100(1)°
Estas constantes e suas incertezas sao, respectivamente, o coeficiente linear e angular
de (2.22), determinados por triangulagdo a partir do grafico da figura [1§|

Portanto, esta andlise revela que a razao entre as medidas da posicao angular da

~ 0.0028(2)/°. (2.24)

imagem e do objeto, /0, varia linearmente com a posicao angular da imagem do objeto,

0>, e podemos concluir que

61 = 62 (a —-b 92) (225)
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Figura 19. — Medidas para a posicao angular do objeto, 81, vs. a posicdo angular da
imagem, 09, para o dioptro ar-agua e o objeto observado a partir do meio menos denso
(o ar) para o mais denso (a dgua). A curva representa a fun¢do (2.26). Observe a
discrepancia entre a funcao e os valores observados para a posicdo angular do objeto
para angulos maiores do que 60°.

ou, ainda, que

91 =a 02 <1 — > s (226)
0o

Oy = = (2.27)

onde

¢ uma constante que corresponde a um angulo caracteristico do experimento. Esta ¢ a lei
da refracao de Ptolomeu, aplicada ao dioptro ar-agua.

Assim, para o dioptro ar-agua, obtemos
0o =~ 300(30)°. (2.28)

A figura [19| representa o comportamento parabdlico, definido pela equagao (2.26]), da
relagdo entre a posicao angular do objeto, 8; e a posi¢ao angular de sua imagem, 6s.
A partir da equacao (2.26) também observamos que a posi¢ao angular da imagem do

objeto em 6 = 90° define um angulo limite . para a localizacao angular do objeto:

0. = a 90° (1 - ?) = 54(3)°. (2.29)

0



Capitulo 2. Uma investigag¢io da refragio 25

Este ultimo resultado pode ser verificado imediatamente pelo experimentador. Para o

o

nosso dioptro ar-agua temos que o valor experimental de 6. é igual a 49(1) °. Portanto,
a previsao da posicao limite do objeto, pela lei de Ptolomeu, apresenta uma discrepancia
de 5° em relacao a posicao angular real. Isso significa que a lei de Ptolomeu prevé um
angulo limite maior do que o observado experimentalmente.

Observamos mais uma vez que, para pequenas posi¢oes angulares das imagens, pode-

mos reescrever a equacao (2.26) na forma
91 =~ a 92. (230)

Assim, percebemos novamente que o coeficiente a é uma “medida” da quantidade de
encurvamento causado pelo nosso dioptro e a lei de Kepler para a refragao, quando os

angulos sao pequenos, se cumpre mais uma vez.

2.5 A refragao para o dioptro acrilico-agua

Apos termos investigado o dioptro ar-agua, vamos explorar os efeitos da combinacao
acrilico-agua sobre a formacdo da imagem de um objeto. Primeiramente, colocamos o
baptistir na vertical e preenchemos o seu recipiente semicilindrico com agua limpa e em
quantidade suficiente para alcancar a sua borda. Em seguida, verificamos se a superficie
do disco do baptistir esta perpendicular a superficie da agua. Esta superficie divide o
disco em duas metades, de maneira que a metade BG D, fica inteiramente abaixo do nivel
da agua. Em seguida colocamos o semidisco em acrilico sobre a borda do recipiente.
Assim, o diametro AEG também esta perpendicular a superficie da agua, como ilustrado
na mesma figura (12| que representou o dioptro ar-acrilico.

Ao procedermos como descrito na Secao [2.4] obtemos o conjunto de medidas para os

angulos como apresentado na Tabela [4] e representado graficamente na figura [20]

Tabela 4. — Medidas para a posicdo angular da imagem, #» e a posicdo angular do
objeto, #1, para o dioptro acrilico-dgua quando o objeto é observado a partir do meio
mais denso (o acrilico) para o meio menos denso (a dgua). A localizacdo angular da
imagem foi desviada de Af = 0 — 01 em relagdo a posicdo do objeto.

02(°)  61(°) AD(°)

8,0(2) 10,0(2)  —2,0(4)
17,0(2)  20,0(2)  —3,0(4)
255(2) 30,0(2)  —4,5(4)
345(2) 40,0(2)  —5,5(4)
425(2)  50,0(2)  —7,5(4)
50,0(2)  60,0(2) —10,0(4)
56,5(2) 70,0(2) —13,5(4)
61,0(2) 80,0(2) —19,0(4)
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Figura 20. — Medidas para a posicado angular da imagem, 65, vs. posi¢ao angular do
objeto, 81, para o dioptro ar-acrilico quando o objeto é observado a partir do meio mais
denso (o acrilico) para o menos denso (o ar).

Observamos da figura que os valores para a posicao angular do objeto quando o
objeto é observado a partir do meio mais denso (o acrilico) para o menos denso (a dgua)
sao similares aqueles determinados quando o objeto observado a partir do meio mais denso
(o acrilico) para o menos denso (o ar). Uma vez mais podemos analisar o comportamento
da razao entre essas duas grandezas, com representado no grafico da figura [21}

Observamos da figura 21| que, para posicoes angulares da imagem maiores do que 30°,
estd razao varia linearmente com a posi¢ao angular do objeto, 6;. Desse modo, podemos

escrever que
L— ' — 10, (2.31)

onde d’ e V' sao constantes de valor aproximado

a ~0.97(1) (2.32)

0.97(1) — 0.72(1)
~100(1)°
Estas constantes e suas incertezas sao, respectivamente, o coeficiente linear e angular
de , determinados por triangulacao a partir do grafico da figura .

b ~ 0.0025(2) /°. (2.33)
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Figura 21. — Razdo entre as medidas da posigao angular da imagem e do objeto, 6 /6
vs. posicao angular da imagem do objeto, 85, para o dioptro acrilico-dgua e o objeto é
observado a partir do meio menos denso (o acrilico) para o mais denso (a agua).

Portanto, esta andlise revela que a razao entre as medidas da posicao angular da
imagem e do objeto, 65/6; varia linearmente com a posi¢ao angular do objeto, 6y, e

podemos concluir que

92 = 91 (a’ — b/ 91) (234)
ou, ainda, que
0
0y = d’ 6, (1 - }) , (2.35)
)
onde
/ a,

¢é uma constante que corresponde a um angulo caracteristico do experimento. Assim, para

o dioptro ar-acrilico, obtemos

B ~ 390(30)°. (2.37)

A figura [22] representa o comportamento parabdlico, definido pela equagao (2.35)), da
relacdo entre o angulo posicao angular da imagem do objeto, 6, e a posicao angular do

objeto, 0,
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Figura 22. — Medidas para a posicdo angular da imagem, 65, vs. posi¢ado angular do
objeto, 61, para o dioptro ar-acrilico e o objeto é observado a partir do meio menos
denso (o ar) para o mais denso (o acrilico). A curva representa a funcao (2.35). Observe
a discrepancia entre a funcdo e os valores observados para a posicdo angular do objeto
para angulos menores do que 30°.

A partir da equagao (2.18) também observamos que a posi¢do angular do objeto,

01 = 90° define um angulo limite . para a localizacao angular da imagem:

0. = a 90° (1 - 9;) = 68(2)°. (2.38)
0

Este dltimo resultado pode ser verificado imediatamente pelo experimentador. Para o
nosso dioptro acrilico-dgua temos que o valor experimental de 6. é igual a 65(2)°. Por-
tanto, a previsao da posicao limite do objeto, pela lei de Ptolomeu, apresenta uma dis-

crepancia de 2° em relacao a posicao angular real.

2.6 As caracteristicas dos dioptros

Uma analise das medidas para a posicao angular do objeto, #;, e da posi¢cdo angular
da sua imagem, 65, para diferentes dioptros e quando o objeto é observado a partir do

meio menos denso para o mais denso, mostraram que estas grandezas fisicas obedecem a
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lei de Ptolomeu:

0y = a by (1 - 92) : (2.39)

onde a e #y sao constantes que dependem do dioptro considerado. Na Tabela [5| apresen-

tamos um resumo das caracteristicas dos dioptros analisados.

Tabela 5. — Pardmetros matematicos obtidos da andlise dos dioptros ar-agua e ar-
acrilico apresentados nesta dissertagao.

dioptro a b np=1/a 0o 0, Oc exp

ar-acrflico  0,74(1)  0,0026(2) 1,35(1) 280(30)  45(3 44(1)
ar-dgua 0,85(1)  0,0028(2) 1,18(1) 300(30)  54(3 49(1)

NN

Uma andlise da Tabela [5| mostra que o valor do parametro a é menor para o dioptro
ar-agua do que o seu correspondente para o dioptro ar-acrilico. Entretanto, o dioptro
ar-acrilico produz uma refracdo maior do que o dioptro ar-agua. Podemos entdo definir
um coeficiente np = 1/a que represente este comportamento. FEste coeficiente np é
denominado indice de refragdo do material.

Assim podemos concluir que: (1) o encurvamento do raio visual nao ocorre em qualquer
liquido ou meios rarefeitos. Um certo grau de encurvamento ocorre somente no caso
daqueles meios transparentes de caracteristicas refratarias diferentes; (2) o raio visual
se prolonga ao longo de um segmento de reta e é naturalmente encurvado somente na
interface entre os dois meios transparentes de intensidades diferentes; (3) o encurvamento
ocorre nao somente na interface orientada de um meio menos denso para um mais denso
(como no caso da reflexdo) mas, também, na interface orientada de um meio mais denso
para um menos denso; e (4) este encurvamento nao ocorre em angulos iguais, quando
medidos em relagao a perpendicular a interface entre o dois meios, mas eles apresentam

uma relacdo quantitativa bem definida, descrita aproximadamente pela lei de Ptolomeu

dada pela equagao (2.39)).

2.7 A formula de Bhaskara

Como podemos observar da andlise dos nossos resultados, a lei de Ptolomeu dada pela
equacao representa uma boa aproximacao para se determinar a posicao angular do
objeto uma vez conhecida a posi¢ao angular da sua imagem. Entretanto a lei de Ptolo-
meu apresenta uma discrepancia significativa com a localizacao real quando consideramos
angulos menores do que 30° ou maiores do que 60°.

Para solucionar este problema, procedemos da seguinte maneira. Observemos da fi-

gura [23| que o circulo de didmetro AG possui um raio R = EZ, e um arco AZ igual a 6
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graus. Da figura, podemos ainda escrever que

mZ = Rsen§. (2.40)

Figura 23. — A circunferéncia de didmetro AG, raio R = EZ e a corda Z'Z corres-
pondente ao arco Z'AZ. Observe que mZ = Rsen(AZ).

Agora consideremos a area do tridngulo AZG, inscrito na circunferéncia ABGD:

AAZG = ;AZ - ZG,
1
= §AG -mJZ. (2.41)
Portanto, podemos estabelecer a igualdade
1 AG
mZ  AZ-ZG (242)

Como as cordas AZ e Z(G sao menores do que os seus respectivos arcos, podemos entao

afirmar que
1 AG

> .
mZ = (arcAZ) - (arcZQ)
Para igualar o lado esquerdo de ([2.43)) ao seu lado direito, vamos agora admitir que

(2.43)

deve ser satisfeita a seguinte relacao:

I z - AG N
mZ  (arcAZ) - (arcZG) 4
S +, (2.44)

6 (180 — 6)
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onde x e y sdo constantes a serem determinadas. Substituindo (2.42]) em ([2.44) obtemos

entao

6 (180 — 6)
20R +y6 (180 — 0)

Consideremos, agora, dois valores particulares de 6 como, por exemplo, 30° e 90°

Rsenf = (2.45)

para os quais conhecemos os valores exatos dos senos correspondentes. Assim, podemos

determinar as constantes x e y com a ajuda da equagao (2.45)). Desta forma, encontramos:

40500
2 = — 2.4
TR R (2.46)
1
= ——. 2.4
Y=g (2.47)

Finalmente, substituindo esses valores para x e y na equacao ([2.45)), obtemos a féormula

de Bhaskara para a determinacao do seno de um dado angulo, com a precisao desejada:

40 (180 — 6)
40500 — 6 (180 — 6)

sen = (2.48)

Como podemos observar da Tabela [0 e da figura 24] esta aproximagao algébrica rela-
tivamente simples para a determinacao dos senos, descoberta por Bhaskara I no século
VII (GUPTA, [1967), é surpreendentemente acurada em relagdo aos valores dos senos

calculados com a férmula de Euler, criada mil anos mais tarde.

Tabela 6. — Tabela de senos para diferentes dngulos 0, conforme calculado pela formula

de Bhaskara, senp(f), e pela férmula de Euler, sen(f). Também estdo indicadas as
incertezas correspondentes na determinacao dos senos se a incerteza no valor do dngulo
for igual a §6 = 0.2°.

0(°) seng 0 sen 6

0,0(2)  0,000(4) 0,000(4)
10,0(2)  0,175(4) 0,174(3)
20,0(2) 0,343(4) 0,342(3)
30,0(2)  0,500(5) 0,500(3)
40,0(2) 0,642(5) 0,643(3)
50,0(2)  0,765(5) 0,766(2)
60,0(2) 0,865(5) 0,866(2)
70,0(2)  0,939(5) 0,940(1)
80,0(2) 0,985(6) 0,985(1)
90,0(2)  1,000(6) 1,000(0)

A titulo de comparacao, para o calculo dos senos pela formula de Euler empregamos

a equacao
[e%s) (_1)nx2n+1

senx = Z

PO (2.49)

E interessante lembrar que, no nosso caso, os angulos estao em graus. Assim, para calcular

o seno do angulo # com a férmula de Euler, temos que primeiramente dividi-lo por 180°
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Figura 24. — Seno do angulo 6 como determinado pela férmula de Bhaskara, equa-
¢ao (2.48), vs. seno do mesmo angulo, como determinado pela férmula de Euler.

e, em seguida, multiplica-lo por 7. Este procedimento exige que usemos o valor de m com
muitas casas decimais, de forma a realizar um calculo preciso dos diferentes termos da
série e, ao final, determinar o mais acuradamente possivel o valor desejado para o seno.

Uma rapida investigacdo da Tabela [0 nos revela que a férmula de Bhaskara é discre-
pante da féormula de Euler a partir somente da terceira casa decimal. Mais ainda, para
erros da ordem do décimo de grau na medida angular, esta discrepancia é oculta pela
incerteza da medida.

Desse modo, a formula de Bhaskara se apresenta como uma férmula bastante conve-
niente para propositos préaticos, particularmente quando lembramos que foi somente em
1622, na Inglaterra, que William Oughtred, um pastor anglicano, colocou lado a lado duas
réguas de madeira com escalas logaritmicas e criou a primeira régua de calculo que se tem
noticia. Acrescente-se, ainda, que usamos as mesmas réguas de calculo de Oughtred até
os anos setenta do século passado e as primeiras calculadoras de bolso s6 comecaram a
ser produzidas comercialmente a partir de 1947 (STOLL; [2004; STOLL; [2006).
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2.8 A lei da refracao atual

Agora que sabemos como determinar os valores do seno trigonométrico com a férmula
de Bhaskara, para qualquer angulo que consideremos, vamos entao determinar a posi¢ao
angular do objeto a partir da posicao angular da sua imagem e considerando os respectivos
senos. Inicialmente representamos geometricamente a formacao da imagem como indicado
na figura [25]

E M

Figura 25. — Representacdo da formacao de imagens da primeira atividade, com o
semidisco que representa o dioptro ar-acrilico. Observe as posicoes K’ e 2’ das imagens
dos objetos em K e z, em relacdo a F/, e suas respectivas localizacoes, indicadas pelos
circulos pretos. Observe também a decomposicao dos diferentes orientagoes em relagao
a FK e a face TL.

Se as posigoes z e 2’ estao sobre a mesma perpendicular zM, entdo podemos escrever

que
senth Bz 1

senfy Ez TR

onde 6; = Kz e 0, = K'2' sdo, respectivamente, a orientacdo angular do objeto e da

(2.50)

imagem e k£ é um parametro a ser determinado, que pode depender ou nao da posicao
angular da imagem. Neste caso, o comportamento do parametro k£ pode ser estabelecido
investigando-se a razao entre sen #; e sen 6s.

Apresentamos na Tabela [7] as medidas para a posi¢ao angular da imagem, 62, em
funcao do angulo da posi¢do angular do objeto, 81, para os dioptros ar-acrilico e ar-agua,
e o objeto é observado a partir do meio menos denso (o ar) para o mais denso (o acrilico ou
a dgua). Incluimos também os seus respectivos senos, determinados a partir da férmula
de Bhaskara. Estas medidas estao representadas no grafico da figura [26]

Como podemos concluir da figura que, para o dioptro ar-acrilico e ar-agua — e
o objeto sendo observado a partir do meio menos denso (o ar) para o mais denso (o
acrilico ou a dgua) —, temos que o arco KZ é sempre menor do que o arco K'z' e, por
consequiéncia, a posicao angular da imagem, 6, é sempre maior do que a posi¢ao angular
do objeto, 6.

Assim, podemos afirmar que a linha guia para a observacdo do objeto em 2z foi re-

fratada: ela sofreu um desvio na interface entre o ar e o acrilico ou entre o e ar-agua.
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Tabela 7. — Medidas para a posi¢do angular da imagem, 6o e a posicdo angular do
objeto, #1, para o dioptro ar-acrilico quando o objeto é observado a partir do meio
menos denso (o ar) para o mais denso (o acrilico ou a dgua). Incluimos também os seus
respectivos senos, determinados a partir da férmula de Bhaskara.

ar-acrilico

92 (o) 6‘1 (0) senp 92 senp 01
10,0(2)  7,0(2) 0,175(3) 0,123(3)
20,0(2) 14,0(2) 0,343(3) 0,244(3)
30,0(2)  19,5(2)  0,500(3) 0,335(3)
40,0(2)  25,0(2)  0,642(3) 0,423(3)
50,0(2)  31,0(2) 0,765(2) 0,515(3)
60,0(2) 35,0(2) 0,865(2) 0,573(3)
70,0(2)  39,0(2) 0,939(1) 0,628(3)
80,0(2) 42,0(2) 0,985(1) 0,668(3)

ar-agua

6‘2 (o) 6‘1 (0) senp 92 senp 91
10,0(2)  9,0(2) 0,175(3) 0,158(3)
20,0(2) 16,0(2) 0,343(3) 0,277(3)
30,0(2)  23,0(2)  0,500(3) 0,392(3)
40,0(2)  29,5(2)  0,642(3) 0,492(3)
50,0(2)  36,0(2) 0,765(2) 0,587(3)
60,0(2) 41,0(2) 0,865(2) 0,655(3)
70,0(2)  44,5(2)  0,939(1) 0,700(2)
80,0(2)  49,0(2) 0,985(1) 0,753(2)

Portanto, o segmento de reta que orientava a visao do objeto na dire¢cao Ez foi encurvada
para a direcdo Fz’' pela quantidade Af = asenfy — asenf;, de modo a observarmos a
imagem do objeto em 2’.

Observamos da figura 26| que o seno da posicao angular do objeto, sen 6y, varia linear-
mente com a posicao angular da imagem do objeto, sen #. Desse modo, podemos escrever
que

senf, = ;sené’g, (2.51)

onde k é uma constante de valor aproximado 1/0.74(1) e 1/0.67(1) para o dioptro ar-dgua
e para o dioptro ar-acrilico, respectivamente. Observamos ainda que a refracdo é maior

para o menor valor de k. Deste modo, podemos definir o indice n tal que

1
n= G 1.32(2) (2.52)
¢ 1
n= G 1.49(2). (2.53)

para o dioptro ar-agua e para o dioptro ar-acrilico, respectivamente, e elas caracterizam

o grau de refragdo causado pelo dioptro. Esta constante corresponde ao inverso do coefi-
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Figura 26. — Seno das medidas para a posicdo angular do objeto, 61, vs. seno da
posicao angular da imagem, 65, para o dioptro ar-acrilico e ar-agua, onde o objeto é
observado a partir do meio menos denso (o ar) para o mais denso (o acrilico ou a dgua).

ciente angular da equacao , é determinada pela triangulacao a partir do grafico da
figura Ela é denominada indice de refragio do material que constitui o dioptro.

Portanto, esta analise revela que a razao entre o seno das medidas da posi¢ao angular
da imagem e do objeto correspondente, sen 6,/ sen 2, é uma constante que determina o
indice de refragdo do material. Esta ¢ a lei da refracao estabelecida por Snel, no inicio do
século XVII, a partir da andlise dos seus experimentos.

Desse modo, a posicao angular do objeto, #;, é da pela expressao
0, = asen (nsenfs). (2.54)

Portanto, conhecendo-se o indice de refracao do dioptro n e a posi¢ao angular 6, da ima-
gem, o lado direito da equacgao , a posicao angular do objeto, 0, fica completamente
determinada.

Lembremos ainda, como discutimos no inicio da Segao 2.3, que a maxima posicao

angular 6; deve ser igual a 90°. Naturalmente, isso s6 podera acontecer quando

1
senfy = — (2.55)
n
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ou, ainda,

0, = asen (1) : (2.56)

n
Para os dioptros ar-acrilico e ar-dgua, temos entao 0 aac = asen(0,67) e Oc arag =
asen(0, 74), respectivamente. Consultando a Tabela [7| podemos determinar estes dngulos

por interpolagao. Para o dioptro ar-acrilico obtemos

50,0 — 40,0
e ar-ac = 40,0(2 . : ,67 —0,642) = 42(2). 2.
0 00()+0,765—0,642(067 0,642) (2) (2.57)
Para o dioptro ar-acrilico obtemos
50,0 — 40,0
Oc ar-ag = 40,0(2 ’ : ,74 —0,642) = 48(2). 2.
o 00<)+0,765—0,642<07 0,642) 8(2) (2.58)

Apresentamos na Tabela |8 as medidas para a posicdo angular da imagem, 65, em
funcao do angulo da posicao angular do objeto, 0y, para o dioptro ar-acrilico e o objeto
é observado a partir do meio menos denso (o ar) para o mais denso (o acrilico ou a
agua). Incluimos também os seus respectivos senos, determinados a partir da férmula de

Bhaskara. Estas medidas estao representadas no grafico da figura

Tabela 8. — Medidas para a posicao angular da imagem, #» e a posicdo angular do
objeto, 01, para o dioptro acrilico-ar quando o objeto é observado a partir do meio
menos denso (o ar) para o mais denso (o acrilico ou a 4gua). Incluimos também os seus
respectivos senos, determinados a partir da férmula de Bhaskara.

acrilico-ar

92 (O) 91 (o) senp 02 senp 91
6,5(2) 10,0(2) 0,115(4) 0,175(3)
13,0(2) 20,0(2) 0,227(3) 0,343(3)
19,5(2) 30,0(2) 0,335(3) 0,500(3)
25,5(2) 40,0(2) 0,431(3) 0,642(3)
31,5(2) 50,0(2) 0,522(3) 0,765(2)
36,0(2) 60,0(2) 0,587(3) 0,865(2)
39,0(2) 70,0(2) 0,628(3) 0,939(1)
42,5(2) 80,0(2) 0,674(3) 0,985(1)
acrilico-agua
02(°) 01(°) senpg 0o senpg 01
8,02) 10,0(2) 0,141(4) 0,175(3)
17,0(2)  20,0(2) 0,294(3) 0,343(3)
25,5(2) 30,0(2) 0,431(3) 0,500(3)
34,5(2) 40,0(2) 0,566(3) 0,642(3)
42.5(2)  50,0(2) 0,674(3) 0,765(2)
50,0(2) 60,0(2) 0,765(2) 0,865(2)
56,5(2) 70,0(2) 0,833(2) 0,939(1)
61,0(2) 80,0(2) 0,873(2) 0,985(1)
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Figura 27. — Seno das medidas para a posicdo angular do objeto, 61, vs. seno da
posicao angular da imagem, 65, para o dioptro ar-acrilico e ar-agua, onde o objeto é
observado a partir do meio mais denso (o acrilico) menos denso (o ar) para o menos
denso (o ar ou a agua).

Da figura [27] observamos que o coeficiente angular para a formacao de imagens com o
dioptro acrilico-ar tem o mesmo coeficiente que para o caso ar-acrilico. Assim, podemos

escrever que

sen fy = sen 6y (2.59)

nar— ac

e, por consequiéncia, reobtemos o mesmo resultado apresentado em (2.54) que relaciona
as posicoes angulares da imagem e do objeto correspondente. Se fizermos a analogia para

o caso acrilico-agua, devemos também ter que

sen By = sen 6. (2.60)

Nac-ag
Como o objeto esta na dgua e a sua imagem é percebida através do acrilico, podemos
fazer a seguinte conjectura: o indice de refracao do dioptro acrilico-agua deve ser descrito

pela razao
nac

(2.61)

Nac-ag =
nag

Novamente, da figura 27, obtemos que nac..y = 1/0.88(2) ~1, 14(2) e, desse modo,

Nac S€N Oy = Nyg sen 0. (2.62)
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Podemos, assim, resumir algumas propriedades da refracao, a partir dos experimentos
realizados. A quantidade de encurvamento, o efeito da refracdo, é o mesmo quando
observamos o objeto mergulhado em um determinado meio com um outro meio interposto
entre o observador e o objeto. O que difere é o sentido do encurvamento. Quando
observamos o objeto em um determinado meio, a partir de um meio menos denso, a
imagem se afasta da normal a interface entre os dois meios. Quando o objeto é observado
a partir de um meio mais denso, a imagem se aproxima desta normal.

E importante frisar que o valores determinados para n correspondem ao indice de
refracao relativo entre os materiais que compoe o dioptro. No caso dos nossos dioptros,
formados com o ar, podemos definir os valores encontrados como valores relativos ao

indice de refragao do ar.
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