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Capitulo 1

Introducao

Este manual é dirigido aos professores que tem por objetivo elaborar novas
estratégias para o ensino de Fisica, especificamente para aqueles que desejam
construir uma nova abordagem para o tema Gavitagao Universal. Neste ma-
terial, inicialmente apresentamos uso da lei de Gauss do eletromagnetismo
adaptada & gravitacao universal, reformulada para o ensino médio em uma
analogia com a mecanica dos fluidos, como um instrumento para justificar
o tratamento de corpos extensos como pontos materias nos casos onde a si-
metria esférica esta presente. Em seguida apresentamos um plano de aula,
onde inicialmente utilizamos um questionario pré-aula, com o intuito de sa-
ber os conceitos que os alunos possuem a respeito do tema abordado e por
sua vez, criar uma oportunidade, ao professor de minimizar as dificuldades
que os alunos encontrardao ao longo da aula. Posteriormente, apresentamos
uma aula que foi dividida em dois dias, tendo a duracao de uma hora e
quarenta minutos, dois tempos de 50 minutos, cada aula, tendo como forma
de apresentacao o Data Show e um quadro branco. Inicialmente os temas
abordados na aula foram as leis de Kepler para o movimento planetario, lei
de Gauss do eletromagnetismo adaptada & gravitacao universal, reformulada
para o ensino médio em uma analogia com a mecanica dos fluidos. Em se-
guida utilizamos a lei de Gauss para a gravitacao, propomos alguns exemplos
para o calculo do campo gravitacional como o modelo de terra oca de Haley,

o campo gravitacional na superficie da Terra e no interior da Terra e o pro-
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blema da curva de rotacao das galaxias. Por fim, entregamos aos alunos um
questiondrio pés-aula que tem por objetivo, verificar se o aluno foi capaz de
entender oque lhe foi apresentetado, de fato, e verifiar se existe a necessidade

de uma nova forma de abordagem do tema.



Capitulo 2
A lei de Gauss no Ensino Médio

A lei da Gravitacao Universal representa um passo gigantesco no entendi-
mento da dinamica do sistema solar e sua importancia nao pode deixar de ser
enfatizada em sala de aula. Entretanto, a maior parte dos textos destinados
ao ensino médio, com algumas excegoes, limita-se a apresentar a expressao
matematica de forma sucinta e discutir alguns exemplos que envolvem o mo-
vimento de planetas e satélites. Mas ha duas perguntas que sao inevitaveis.
A primeira é: como Newton descobriu a forma matematica da lei? E a se-
gunda é: por que quando aplicamos a lei aos sistemas Terra-Sol, Terra-Lua,
e sistemas similares podemos considerar os corpos envolvidos como pontos

materiais? Afinal de contas, o sol e os planetas sao corpos extensos.

Embora a lei da Gravitacao Universal nao possa ser demonstrada, pode-
mos responder a primeira pergunta recorrendo a argumentos de plausibili-
dade. Ha mais de um argumento de plausibilidade que podemos utilizar em
sala de aula, veja por exemplo [5], aqui consideraremos um destes argumen-

tos.

Considere a orbita de um satélite em torno da Terra. Por simplicidade
suponhamos que a Terra esteja em repouso em relagao as estrelas fixas. Ainda
por simplicidade, suponhamos também que a érbita do satélite em torno da
Terra seja um circulo de raio r. A terceira lei de Kepler aplicada ao sistema

Terra-satélite nos diz que a razao entre o quadrado do periodo de revolucao
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do satélite em torno da Terra T e o cubo do raio da érbita é constante

Como a érbita é circular, a forca que a Terra exerce sobre o satélite deve ser

centripeta

U2

F=m—,
’

onde v? = 277 /T é a velocidade orbital. Segue que

Eliminando 7" com a terceira lei de Kepler obtemos

47*m
F= o
Cr
Invocando a terceira lei de Newton temos: Fre..casiite = —F Terasatatite: oM
particular, a magnitude é igual
HFTerrafsatéliteH = ” - FTerrafsatélite = F7

onde F' é dado pela equagao (2). Segue que a constante C' deve depender da
massa da Terra M. Escrevendo C' = 47%/GM, onde G é uma nova constante

— a constante de gravitagao universal — temos

GMm

B .

F= (2.1)

r

Para responder a segunda pergunta no ensino superior podemos aplicar
as técnicas do calculo diferencial e integral e justificar rigorosamente esta
hipotese mas e no ensino médio? A resposta estd na transposicao didatica

para o ensino médio da lei de Gauss que é proposta principal deste trabalho.
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Figura 2.1: Diagrama para o calculo da massa de dgua que atravessa a area
AA. AV é o volume de controle.

2.1 A lei de Gauss

Seguindo [6], introduziremos a lei de Gauss por meio de uma analogia com
a mecanica dos fluidos: considere um fluido incompressivel de densidade p,
por exemplo, a agua. A quantidade de massa Am contida no volume de
referéncia AV que atravessa uma pequena area AA em um breve intervalo

de tempo At é dada por

Am = & At,

onde ® é o fluxo de massa medida em kg/s através da area AA. Como

Am = p AV, podemos escrever também

p AV = AL,

Por outro lado, V = L x AA, veja a Figura 3.1, logo
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L
BN

A razdo L/At é igual & magnitude da componente da velocidade do fluido

o AA.

perpendicular a drea AA a qual denotaremos por v,. Portanto, podemos

escrever
d=pv, AA.

Considere agora uma superficie fechada A que encerra em um dado ins-
tante um volume total de dgua V. A superficie fechada pode ser dividida
em pequenas areas de tamanho AA;, com j =1,2,... N, veja a Figura 3.2.
Considere uma dessas pequenas areas e a seguinte convenc¢ao: se o fluxo de
agua estiver entrando no volume V' entao viAAj < 0, logo ®; < 05 se, por
outro lado, fluxo de dgua estiver saindo do volume V', entao UiAAj >0e
d; > 0.

Suponhamos agora que no interior da superficie fechada nao haja torneiras
ou ralos abertos, isto é: nao haja fontes e/ou sumidouros. Neste caso, por
conservacao de massa, a quantidade de dgua contida em V' deve ser sempre

a mesma, logo:

N .
> pviAA; =0,
=1

isto é: a quantidade de adgua que entra no volume de controle V' é igual a

quantidade de dgua que sai. Se houver fontes e sumidouros escrevemos:

N ) n
> pviAA; =" (fontes + sumidouros) . (2.2)
=1 k=1

Observe que as fontes e sumidouros devem estar localizados no interior do
volume V'; fontes e sumidouros externos nao entram na soma do lado direito

da equagao (3.2).

Sob certas condigoes, os campos elétrico e magnético apresentam simi-
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laridades com fluidos em regime estacionario. No caso da eletrostatica, por
exemplo, se substituirmos o termo pv, por E| e considerarmos as cargas elé-
tricas no interior do volume V' como fontes (cargas positivas) ou sumidouros

(cargas negativas) do “fluido elétrico”, podemos escrever

S ElAA; = L > Qs (2.3)

j=1 €0

onde Ei ¢ a componente do campo elétrico perpendicular ao elemento de
area AA;. No limite em que N — oo e AA; — 0, recuperamos a lei de

Gauss na forma integral:

Qliq

€0

j{ELdA = : (2.4)

onde @)y, ¢ a carga liquida encerrada pela superficie fechada.

No caso do campo gravitacional, a troca que deve ser feita é pv, por

1, mas a convencao de sinais deve ser mantida. Devemos trocar também a
)

carga elétrica (J; pela “carga’” gravitacional, m;, e substituir a constante de

Coulomb por uma constante C' a ser determinada. Neste caso escrevemos:

Figura 2.2: Superficie fechada.
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N .
Z gLAA; =C Z mi,

j=1 k=1
onde my, é a k-ésima carga gravitacional e C' é uma constante a ser determi-

nada.

Para determinar C' consideremos uma tnica massa puntiforme m. De
acordo com a lei da gravitagao universal, a forca de atracao entre esta massa

e uma massa de prova mg é dada por:

Py = =<,

r2

onde o sinal algébrico indica que a forca é atrativa. Segue que o campo

gravitacional g(r) medido em N/kg (ou m/s?) é dado por

Escolhemos agora como superficie fechada uma esfera de raio r centrada em
torno da massa puntiforme. As componentes perpendicular e paralelas em
um ponto sobre a esfera sao: gi =g(r)e gﬁ = 0, logo, a lei de Gauss aplicada

ao campo gravitacional da massa puntiforme permite-nos escrever:

Mas, se fizermos AA; — 0 ao mesmo tempo em que fizermos N — oo, a

soma no lado esquerdo da equacao acima deve ser igual a area da esfera, isto

é:
N
. _ 2
Aljnio Z AA; = 4mre. (2.5)
Ni>oo J=1
Portanto,
Gm
_TT 47TT2 = Cm. (26)
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Segue que

o7

Portanto, como a constante que determinamos deve ser a mesma para qual-

quer configuragao das fontes do campo gravitacional, a lei de Gauss se escreve

N
Z giAAj = —4nG Z my,
j=1

k=1

Para corpos extensos que apresentam simetria esférica, a lei de Gauss

pode ser escrita na forma

g(r)dmr® = —4xGM(r)|, (2.8)

onde M (r) é a massa confinada no interior da superficie gaussiana. Suponha-
mos que My = M(r = R) seja a massa total de uma distribuicdo de massa
confinada a uma regiao esférica de raio R. Suponhamos que esta distribuicao
seja envolta por uma supericie esférica concéntrica de raio r > R. Neste caso,
a lei de Gauss particularizada para o caso de simetria esférica, equagao (2.8),

nos da

—g(r)dnr? = —4nG My,
ou ainda

G M,

r2

g(r) = , r>R. (2.9)

Este resultado mostra-nos que é permitido considerar o campo gravitacio-
nal de uma distribuicao esférica de massa, na regido externa a distribuicao,
como uma massa puntiforme localizada na origem, justificando assim a lei
da Gravitacao Universal.

Vetorialmente :

g=—g(r)t
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2.2 Mais exemplos

Campo gravitacional no interior da Terra

Suponhamos que a Terra possa ser modelada por uma esfera de raio R e

massa Mg, uniformemente distribuida. Neste caso,

7’3

M(T):M@ﬁ7 OSTSR
Fazendo uso da equagdo (2.8), temos

GMg r r
g(r) = m o e 0<r<R,

onde gg é o valor do campo gravitacional (ou aceleragdo da gravidade) na

superficie da Terra.

A casca esférica

Considere agora uma casca esférica homogénea de massa M e raio R. Pela

lei de Gauss

g(r)dmr? = 0. (2.10)

Segue que por simetria em qualquer ponto do interior da casca, o campo
gravitacional é nulo. Para pontos exteriores (r > R), a superficie gaussiana
envolve toda a massa da casca, logo, para a casca esférica de massa M e raio

R, o campo gravitacional se escreve:

0, 0<r<R;

o =1 (2.11)

R R§T<OO
r

10
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Figura 2.3: Esfera de massa M, raio R e densidade uniforme; casca esférica.
de massa M e raio R. A esfera tracejada é a superficie gaussiana de raio r.

O modelo da Terra oca de Halley

Em 1692, Edmond Halley propos um modelo alternativo para explicar a es-
trutura interna da Terra. No modelo de Halley, a crosta terrestre consiste de
uma casca esférica com cerca de 800 km de espessura, duas cascas esféricas
internas concéntricas e um nucleo com centro no centro geométrico comum
dessa configuracao. O espago entre as cascas esféricas interiores e entre a

casca mais interna e o nicleo é preenchido por atmosferas. O modelo deve-

11
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Figura 2.4: Edmond Halley (1656 - 1742) e o modelo da Terra "oca". Fonte:
(Imagens Wikipédia)

ria explicar as leituras anomalas das bussolas e com esta finalidade, Halley
postulou que cada casca possuiria seu proprio conjunto de polos magnéticos.
Se supusermos que a simetria do modelo seja esférica, para distancias radiais
maiores do que o raio da Terra, o campo gravitacional serd igual ao campo de
uma massa puntiforme, equacao (2.9), mas como seria o campo gravitacional

no interior da Terra?

Para responder a esta pergunta adotaremos algumas hipoteses simplifi-
cadoras adicionais. Como o raio da Terra ¢ da ordem de 6 x 10° km e a
espessura das cascas é da ordem de 8 x 10? km, negligenciaremos o campo
no interior das cascas. As atmosferas, assim como a rotacao das cascas in-
ternas também nao serao levadas em conta. Sejam entao, M, a massa do
nucleo esférico, M,, M,, M,.; a, b, e ¢, as massas e os raios das cascas esfé-
ricas internas e da casca que representa a crosta terrestre, respectivamente,
veja a Figura 3.5. Se aplicarmos a lei de Gauss da gravitagao judiciosamente

obteremos:

12
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M.

)

Figura 2.5: O modelo da Terra "oca" de Halley. (Imagens Wikipidia)

GM,,
5 a<r<b

r

G (M, + M,

#, b<r<cg

r

g(r) =

G (M, + M
( "+2a+Mb), b<r<cg

r

G (M, + M, + M, + M,)

5 , c<r < oo

r

O modelo de Halley nao deve ser confundido com as teorias pseudo-
cientificas da Terra oca que postulam a existéncia de civilizagoes avangadas
que habitariam o interior. O modelo de Halley mostrou-se ser erroneo e foi

descartado no inicio do século XIX.

13
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A matéria escura e as curvas galacticas de rotagao

No final dos anos 1960 e inicio dos anos 1970, a astronoma Vera Rubin me-
diu as velocidades orbitais das estrelas localizadas nos bragos das galédxias
espirais [7,8]. Gragas as técnicas modernas utilizadas, os resultados obtidos
eram de grande precisao. Em 1975, Rubin e seu colega K. Ford apresentaram
os resultados em um encontro da American Astronomical Society. Estes re-
sultados mostravam que a maioria das estrelas nos bragos espirais orbitavam
em torno do centro da galdxia com quase a mesma velocidade orbital, ver
Figura 3.6. A conclusdo era que ou a mecanica newtoniana nao era valida
universalmente, ou entao boa parte da massa das galdxias estaria escondida
na forma de um tipo de matéria nao sensivel as interagoes fundamentais, em
particular a interagao eletromagnética, com exce¢ao da interagao gravitaci-
onal. Esta forma de matéria chamada matéria escura (ndo confundir com
energia escura) é hoje em dia um dos problemas fundamentais ainda nao

resolvidos pela fisica moderna.

DISTRIBUTION OF DARK MATTER IN NGO 3198

Ve (km/s)

o 10 20 30 40 &0
Radius (kpe)

Figura 2.6: Diagrama tipico da velocidade orbital em fun¢do da distancia

ao nucleo da galdxia. Fonte: http://ignatz.phys.rpi.edu/site/index.php/the-
physics/, [?].

14
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Para entender os resultados de Rubin e Ford faremos uso de um modelo

muito simples de uma galdxia espiral. Como a maior parte da massa de uma

galaxia espiral concentra-se na regiao central na forma de uma distribuicao

aproximadamente esférica, faremos a suposicao que a galdxia pode ser con-

siderada como uma distribuicao esférica uniforme de raio R e massa M, e

consideraremos o movimento, também por simplicidade, circular de uma es-

trela de massa m. Segue entao que este caso podemos aplicar os resultados

obtidos para o campo gravitacional interior e no exterior da distribuicao. Se

a estrela move-se no interior da distribuicao escrevemos,

GMmi_mzﬂ_
R2 R r’

|GM
v(r) = ?%, 0<r<R.

Se a estrela move-se exteriormente a distribuicao:

0<r<R,

ou ainda

GM 2
T v 2R,

72 r

'U(r)—\/Giw; r > R;

logo,

Introduzindo a variivel adimensional x = r/R, podemos escrever:

v(r) =z, 0<z<1;

1
U(T> = — 1<z < o0

\/G>M_ﬁ
R

(2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

O grafico da Figura 3.7 mostar o comportamento esperado da velocidade
orbital em unidades de /G M /R. Nosso modelo é muito simples, pois supoe

15
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Figura 2.7: Velocidade orbital em funcao da distancia ao centro da galaxia.

uma distribui¢do continua e uniforme de matéria, mas permite entender o
que estd em jogo. Se a gravitacdo Newtoniana for valida nesta escala, héa
mais matéria no universo do que supunhamos inicialmente. Ha alternativas
a hipdtese da matéria escura, mas elas implicam em modifica¢oes da segunda

lei de Newton, veja por exemplo [10].

Cavidades esféricas

Finalmente, como ultimo exemplo discutiremos o que acontece com o campo
gravitacional medido em um ponto P exterior & uma distribuicao esférica se
esta contiver uma cavidade esférica. Considere a Figura 3.8 onde se mostra
a Terra representada por uma bola de massa M e raio R. Como antes, fare-
mos a suposicao que a Terra tem uma distribuicao de massa uniforme. Uma
cavidade esférica de raio R/2 também é representada na figura. Observe que
o centro da Terra, o centro da cavidade e o ponto P estao alinhados. Qual
é o valor do campo gravitacional no ponto P. Ha mais de um modo de res-
ponder a esta pergunta, mas todas envolvem nosso conhecimento do campo
no interior da distribuicao esférica obtida pela lei de Gauss e o principio de

superposicao.

16
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GM GM'’
g(?"): r2 - ( R>2a
"
onde M’ é a massa da cavidade dada por
4 M
M'=pV' = x —m(R/2)* = —.
4 .73 8
—TR
3
onde M é a massa da Terra. Portanto,
GM GM
g(r) = r2 - ) ( R>2
"7

que pode ser rescrita na forma

g

Figura 2.8: Cavidade esférica tangente a superficie da Terra.

17
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gy =M1 (2.16)

r? R\?
81— —
< 27")
Suponha agora que o ponto P seja um ponto bem proximo a superficie da

Terra, isto é: 7 = R, Entdo a expresdo acima nos da g = go/2 ~ 4,9m/s>.

Considere agora a Figura 3.9. Como antes, o centro da Terra, o centro
da cavidade e o ponto de observagao P estdo alinhados. Seja R’, o raio da
cavidade e M’, a sua massa. A varidvel z é a distancia entre o centro da Terra
e o centro da cavidade. Convém expressar x e R’ como multiplos do raio da
Terra, isto é: x = AR, e R’ = e¢R, onde ) e € sdo niimeros reais positivos. Se

quisermos que a cavidade apenas tangencie a superficie da Terra, a condigao:

r+ R =R,

deve ser obedecida. Se a cavidade nao tangencie a superficie da Terra escre-

Figura 2.9: Cavidade esférica de massa e raio arbitrarios.

18
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Vemos:

r+ R’ < R.

Fazendo uso da parametrizacao introduzida acima, podemos rescrever estas

condic¢oes na forma:

At+e<l1.
Como antes, o campo no ponto P sera dado por

GM GM'
g(r) = 7,,2 - (7"—.73')2‘

A massa da cavidade pode ser escrita como:

M' =M.

Portanto, levando em conta os parametros \ e €, a intensidade do campo

gravitacional em P sera dada por:

3
GM N, _ < (2.17)

7"2 2
(=)
r

Observe que para A = 1/2 e € = 1/2 obtemos o resultado dado pela equagao

g(r; X\ e) =

(2.16), os célculos envolvendo as cavidades sdo um bom exemplo do uso do

principio da superposicao no caso do campo gravitacional.

Um modelo simples para anomalia gravitacional

Os resultados obtidos para o campo gravitacional por meio da lei de Gauss
podem ser utilizados para criar exemplos simples de anomalias gravitacionais
para discussao em sala de aula. Uma anomalia gravitacional é simplesmente
a diferenca entre o valor observado da aceleracao de um corpo em queda livre
nas proximidades da superficie da Terra e o valor predito pelo modelo teérico

da sua gravidade superficial. Aqui discutiremos um exemplo simples.

19
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Considere uma esfera homogénea maciga cujo centro se encontra a uma
profundidade z contada a partir da superficie da Terra. A massa da esfera
M, e raio a. A componente g, do campo gravitacional da esfera no ponto A —
veja a Figura 3.10 — a distancia do ponto A a reta perpendicular a superficie
da Terra e que passa pelo centro geométrico da esfera é . A componente

vertical do campo gravitacional da esfera no ponto A se escreve:

~GM, =z GM.z

9: = T2 r r3
onde
r= (22 + 22)V%
logo,
~ GM,.z
9= = (x2 T 22)3/2’
ou ainda

w9z 1
gi(z*) = RISV (2.18)

onde z* = x/z. A Figura 3.11, mostra o grafico da equacao (2.18). E facil

perceber que o valor maximo de g% (z*) acontece quando z* = 0. Neste caso,

|
I r {
B T W W W W W W W W W W W Y " W W W W W W W Y

| g.
z Y

—a —

Figura 2.10: Anomalia gravitacional esférica.

20
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Anomalia esférica

Para que valor de z* a acelera¢ao adimensional ¢g*(z*) cai para a metade do

seu valor? Isto é:

1 1

2 (24 1)3%
Resolvendo esta equacao obtemos
xy,, = +0,766.
Portanto, a profundidade do centro da anomalia esférica sera:

X
0,766

Z =

Para = 100 m,

100
— Y 13055 m.
“ 70,766 OO

Neste caso, a massa da anomalia esférica sera

21
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gméx 2,2
G ;

onde g™* é o valor medido com um gravimetro.

M, =

O estudo das anomalias gravitacionais ¢ de grande utilidade na andlise

geofisica dos solos.

Um modelo simples para a gravidade no interior da

Terra.

Facamos a suposicao que a Terra possa ser modelada por uma esfera de
densidade de massa uniforme e raio R. Neste caso, o modo mais simples
de calcular o campo gravitacional terrestre no interior de Terra é por meio
da lei de Gauss para a gravitacao Newtoniana. Como ha simetria esférica,

podemos escrever:

4rr2g(r) = 4nG M (r),

ou ainda

Figura 2.12: Superficie gaussiana no caso de simetria esférica.
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Como a densidade é uniforme temos

onde M é a massa da Terra. Segue que no interior da Terra, isto é: para
0<r<R:

r) GM r r
)= J— —
onde identificamos
GM
9= "pz = 9,81 m/s?,

como a aceleragao gravidade na superficie da Terra. Portanto, um corpo de
prova de massa m que se move ao longo do didmetro da esfera terrestre estara

sujeito a uma forca radial é dada por

P, = —mg(r) = mgo % (2.19)

Portanto P, é uma forga do tipo restauradoura, como a for¢ca em uma mola

—kx. Segue que o corpo oscila de acordo com a equacao:

r(t) = R cos (@ t) : (2.20)
T=2n \/gﬁo. (2.21)

Se substituirmos os valores médios aceitos de gy, aceleracao do campo gra-

e o periodo sera:

vitacional na superficie da Terra e R, raio da Terra, obteremos o resultado

bem conhecido:

T ~ 84 minutos,

para o periodo de uma oscilagao completa e Ty, ~ 42 minutos como a

duracdo da viagem entre pontos antipodas. E possivel mostrar que o tinel
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Figura 2.13:

escavado no interior da Terra nao precisa passar necessariamente pelo centro
da Terra pois o periodo, e logo, o meio periodo, serdao iguais aos calculados
acima, em outras palavras: os pontos de partida e chegada na superficie
da Terra nao sao necessariamente antipodas. Considere a Figura 3.13: a

projecao da forca gravitacional ao longo do tunel é dada por

P, = —mg(r)cosf = —mg(r) E,
”
ou ainda

rox
P.=—-mgy— —,
T 9o R r

onde usamos a expessao de g(r) para o interior da Terra. A equacdo de

movmento da massa m se escreve:

x
maz = —mgo .
Simplificando e rearranjando obtemos,
9o
a;, + —=x =0,
R

que é a equagao de movimento de um oscilador harmonico simples com
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frequéncia angular e periodo iguais aos calculados anteriormente.
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Capitulo 3

A lei de Gauss e a Gravitacao

Universal: questionarios e aula

3.1 Apresentacao

Este trabalho apresenta uma sugestao de aplicagdo do tema a lei de Gauss e
a Gravitacao Universal no ensino médio. Os pré-requisitos para a introducao

do tema no ensino médio sao:
As leis de Kepler, em particular a terceira
Forca Gravitacional

Calculo de darea de figuras geométricas, em particular a drea da

superfiicie de uma esfera
Movimento circular uniforme

O material didatico aqui apresentado nao trata dos temas, listados acima,
por supor que os mesmos ja foram lecionados aos estudantes. Caso isso, nao
tenha ocorrido, o uso deste material deve ser precedido da discussao dos
temas, listados cima. A saber, esse material, tem duas partes: dois questi-
ondrios pré e pds aula direcionados aos estudantes e uma aula (ou sugestao

de abordagem) ao professor. Os questiondrios foram pensados de modo a
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inserir os alunos ao tema e em seguida verificar se o aluno alcancou o nivel
de apresndizagem esperado ou se ainda se faz necessaario uma abordagem
mais detalhada, sobre um determindado assunto. Os slides em PowerPoint,
que foram utilizados nas aulas, lecionada aos alunos do ensino médio se en-
contram neste apéndice. As duas aulas ministradas, tiveram um tempo de

duracao de dois tempos de 50 minutos, cada uma.
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3.2 Questionario Pré aula

Universidade Federal do Rio de Janeiro
Instituto de Fisica

Mestrado Profissional em Ensino de Fisica

Questionario introdutorio

A lei de Gauss e a Gravitacao Universal

Aluno: Leandro Batista Germano

Nome do aluno(a):

Turma:

Série:

10.

11.

12.

. O que sao: Estrelas, Planetas e Satélites naturais?

O que é um sistema planetario?

Como ¢ chamado o nosso sistema planetario?

. Quantos planetas ha no nosso sistema planetario?

Quantas Estrelas?

. Vocé sabe dizer o nome de cada planeta que faz parte do nosso sistema

solar? Quais os nomes?

O que é um planeta Anao?

O que é um asterdide?

Quantas Luas tem a Terra?

Quantas Luas tem Marte? Vocé sabe o nome dessas Luas?
Quantas Luas tem Jupiter?

Qual a “cola” que mantém os planetas girando em torno do Sol?
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13. O que é uma orbita?
14. Qual a forma geométrica da érbita de um planeta?

15. Por que a Lua nao cai sobre a Terra?
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3.3 Questionario Pés aula

Universidade Federal do Rio de Janeiro
Instituto de Fisica

Mestrado Profissional em Ensino de Fisica

Questionario Final

A lei de Gauss e a Gravitacdo Universal
Aluno: Leandro Batista Germano

Nome do aluno(a):
Turma:

Série:

1. Qual a “cola” que mantém os planetas girando em torno do Sol?
2. O que é uma Orbita?

3. Qual a forma geométrica da érbita de um planeta?

4. Por que a Lua nao cai sobre a Terra?
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3.4 Aula: A lei de Gauss e a Gravitacao Uni-

versal

31



Capitulo 3. A lei de Gauss e a Gravitagdo Universal: questionarios e aula

Universidade Federal do Rio de Janeiro -UFRJ

Mestrado Profissiomal em Ensimo de Fisica
Alumo: Leandro Batista Germano

RIO DE JANEIRQ, 22 de Maio de 2017

Alei de Gauss e a Gravitagao Universal
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As Leis de Kepler

Em 1609, publicou:

Nova Astronomia baseada nas causas ou Fisica do
Céu Junfo com comentirios sobre o movimento do
planeta Marfe.

Neste publicacdo estido enunciadas as duas primeiras
leis.

Em 1619, publicou:

A Harmonia do Mundo.

Nesta publicacdo, em meio a uma enorme quantidade de
Johannes Kepler (1571-1630) informacoes se encontra enunciada a

Fonte:http-/mww siteastronomia. Terceira kel dos movimentos planetarios
com

12 Lei — A Lei das orbitas

Todos os planetas se movem em orbitas elipticas, com o Sol
ocupando um dos focos.

Length of string increased Distance between foci increased
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12 Lei — A Lei das orbitas

No entanto, no caso das 6rbitas planetarias do sistema solar essas elipses
possuem baixa excentricidade, isto é, sdo quase circunferéncias.

excentricidade |¢ = —

Elipse (calculo da excentricidade)
Fonte : www objetoeducacionais?2_mec.gov.br

12 Lei — A Lei das (’)rbitas

" © com @ sem

\
|:| Forga da Gravidade

[ velocidade -
(¥ caminho (_}
@ Grade

. Massa da Estrela

05 MNossoSol 15 20
—1

§ Massa do Planeta

Orbita, Simulagdo
Fonte: https:-i//phet.colorado.edu/pt BR/simulation/gravity-and-orbits
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22 Lei — Lei das areas

Uma linha imaginiria que liga um planeta até o Sol varre dreas
Iguais em iguais intervalos de tempo.

et

Quanto mais perfo um pianela
esliver do Sol (periéiio) mais
rapido ele se move e quanto mais

\ afastado estiver do Sol (aféiio)
{ Inais devagar o planela se move.

Leidas areas
Fonte:
https-//fen.wikibooks_org/wikiGeneral_Astronomy/Print_version

32 Lei — Lei dos periodos

Para todo os planetas, o quadrado de seu periodo de revolugio é
diretamente proporcional ac cubo do raio médio de sua orbita.

T*
1—.3
Valores de Copérnico Valores atuais
Planeta ¢ — T =

T (anos) R{UA) T*/IR* T (anos) R(U.A) IR
Mercirio 0.241 038 1,06 0,241 0,387 1,00
Vénus 0,614 0.72 101 0,615 0,723 1,00
Marte 1,881 1.52 1.01 1,881 1.524 1,00
Jupiter 1.8 2 0,99 11.862 5,203 1.00
Saturno 295 92 1.12 29,457 9,539 1.00

Fonte: Nussenzveig,2013,p.242
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Gravitagdo Universal

Do ponto de vista dinamico, que tipo de forga o Sol exerce sobre os

planetas, obrigando-os a se moverem de acordo com as leis que
Kepler?

A resposta foi dada por Isaac Newton:

A Forca Gravitacional !

Fonte:
hitps:/ipt wikipedia_org/wiki/isaac_Newton/

Gravitagao Universal

Argumento de plausibilidade:

T2 mrvz _ 21\'?"
F =} Fc = 7 v = T
Amimr 4mim 4m?
- F= C =
F=—0% Cr? GM
GMm
F= 2

® G=6,67.10"N.m2/kg2

Figura 3.1: slide 10: Fim da primeira aula

36



Capitulo 3. A lei de Gauss e a Gravitagdo Universal: questionarios e aula

lei de Gauss no E.M.

Analogia com mecanica dos fluidos:

Am = & At,
pAV = BAL.

L
=p— AA
P=PR

b =puv, AA.

lei de Gauss no E.M.

Asuperficie encerra em um dado
momento um volume total de agua V.

TR
(RIS
AERRIRIRLRIRAKS
CRILRKRAKS
RRRIRRRKSS |
[ RIKIKKSS B2 sl 0
(LIRS
Neleteletatatsy

v) < 0, logo &; < 0

ey,
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lei de Gauss no E.M.

%
RS

KK

N

N

SRS,
000 v
1020%% %% % %% %% %
RRRAARLKRS
ERRGELEES w |
"’”’Q‘.””‘."“""' Z—; priAA; = rg (fontes + sumidouros) .
PXIRIXRIES” ‘

RIS

XX XX

v,

lei de Gauss no E.M.

O campo elétrico € 0 campo magnético apresentam similaridades com os
fluidos no regime estacionario.

PUL E i
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lei de Gauss no E.M.

Considere uma distribuicao esférica de massa Moeraio R. Parar> R:

SimetriaEsférica (9/=0eg.=g)
— g(r)4nr? = —4nGM,,

G My

2 ?

i

g(r) = ;

e
Exemplo 1

Crosta &€ uma casca esférica
com cerca de 800Km de

espessura.

Cascas esférica concentricas e
um nuicleo com centro geométrico
comum a essa cofiguracio.

Espacos era preenchido por
almosfera.

Edmond Halley (1656 - 1742) e 0 modelo da Terma “oca” Visava explicar as leituras
andmalas do campo magnético
terrestre.
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Terra “oca”

GMy,

‘ 5 a<r<b
2
G(M,+ M,
- % b<r <
g(r) =

G (M, + ‘:\llﬂ - ;‘Uf,}‘ R

G (My+ M, + Mt M) o

p :

\I
Exemplo 2
Campo Gravitacional da Terra
R= Raio da Temrma
* g r = Raio da superficie imaginaria

R<r

g Aplicando os conhecimentos, adquiridos em
salade aula, teremos para o campo
gravitacional?

— g(r)amr? = —4nGM,,

GM,

2 2

g(r) = r 2 R.

T
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Exemplo 2

Campo Gravitacional da Terra

R= Raio da Temra

r = Raio da superficie
imaginaria

R > r( no interior da Terra)
Aplicando os conhecimetos,
adquiridos em sala de aula,

teremos para o campo
gravitacional?

Exemplo 2

Campo Gravitacional da Terra

M 4xrd i
M(S)=pVi=(gm )75 ) =Mz
3

-

e

—g(4mr?) = —4rGM(S)

T GM
9=90§ onde 90=§

\5
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Exemplo 3
A curva de rotacao das Galaxias

No final da década 1960 e
inicio da decada de 1970 a
| astronoma Vera Rubin mediu
=8 avelocidade das estrelas

| localizadas nos bracos das
Galaxias espirais.

Em 1975 Rubin e seu colega
K. Ford apresentaram seu
Resultado.

Estes resultados mostravam
que a maioria das estrelas nos

Galaxias Espirais bragos espirais orbitavam em
Forle:https_//noticias.uol com.br/ciencia/ultimasnoticias/red tomodo o::ntro G .
acao2010/10/27/novas-imagens-mostram-detaihes-de- %ac fad
seis-galaxias-espirais.htm qudse:a mesma ve -

Exemplo 3
A curva de rotacao das Galaxias

DISTRIBUTION OF DARK MATTER IN NGC 3198

sl L B I By i e I L

NGC 2198

Ve (km/s)

Y AP T BT B
o 10

20 30
Radius (kpe)

Fonte: / fignatz_phys.rpi.edu/site/index php/the-physics/
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Exemplo 3

Para entender os resultados de Rubin e Ford faremos uso de um modelo
muito simples de uma galaxia espiral. Vamos considerar que a maior
parte da massa de uma galaxia espiral concentra-se na regido central na
forma de uma distribuicao aproximadamente esférica, faremos a
suposicao que a galaxia pode ser considerada como uma distnbuicao
esférica uniforme de raio R e massa M, e consideraremos ¢ movimento,
também por simplicidade, circular de uma estrela de massa m. Segue
entao que este caso podemos aplicar os resultados obtidos para o campo
gravitacional interior € no exterior da distribuicao.

Exemplo 3
A curva de rotacao das Galaxias

GMmr v wm0?
E=EL T DaezR 3 -
R R r = : :

- [GM ¥ ‘
!.(F.J_\"‘Tﬁ' 0<r<Ah.
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Exemplo 3

A curva de rotacao das Galaxias

Exemplo 3

A curva de rotacao das Galaxias

v(r)
GM/R
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