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Introduc ao

Os problemas foram mais ou menos agrupados por assunto.



Capitulo 1

Lel de Coulomb

PROBLEMA 1.1 Uma certa cargg deve ser dividida em duas parigs= Q) —ge g = q.
As cargas;; e ¢; sao fixas e separadas por uma distadciklostre que a magnitude da forca
entre as cargas pode ser escrita na forma:

Q2

- 4drey d?

(1 —z),

ondexr = ¢/Q e0 < x < 1. Para que valores dea forca & nula? Para que valores:de forca
é maxima?

SoLugAo 1.1:

A intensidade da for¢a repulsiva entre as duas cargas éungao de;’ e se escreve:

1 ¢ (¢g—1q")
2

Fla) = 41eg r '

A condicao necessaria para que a repulsao seja maxaada por:

dF(q')

i =0

Segue entao facilmente que:

O leitor podera mostrar facilmente que:



Capitulo1 Lei de Coulomb 5

d>F(")
dq'? =2
logo, ¢’ = ¢/2 & um ponto de maximo da fun¢ddq’). |

PROBLEMA 1.2 Considere o arranjo for-

mado pelas trés cargas puntiformgsq (v > %
0) e go mostrados na figura abaixo. As cargas

e kq sao fixas, mag, pode mover-se sobre o se-

micirculo de raiou. Determine em funcao dos

dados do problema o valor do anguigara o

qual a cargay, permanece em equilibrio e cal-

cule o valor numérico de paras = 8. q ) Kq

SoLugAo 1. 2:

(@) A forca de vinculo — a forga que o fio exerce sobre a carggerpendicular ao fio. Para
que a cargag, fiqgue em equilibrid®; + F5 + F, = 0. Da geometria do triangulo retangulo
em cujos veértices estao as cargas segue que:

W+rm—a=m, = ﬂ:%,

T —

2

As projecdes dé&'; e F, sobre plano tangenié devem cancelar-se mutuamente:

2yv+a=1 = g=

Fi cos (g — ﬁ) = F; cos f3.

Ou ainda:

qo Kq @ qoq
sen— = )
4dmeq 12 2 x? 2
Usando a lei dos senos duas vezes:
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Seno

y=a O
sen—
2

Substituindo e simplificando obtemos finalmente:

¢ «o 1
n— = —==.
WY T R
Para testar esta relacao fazemos 1. Neste caso obtemas = 7/2, como deveriamos
esperatr.
(b) Parax = 8, temosy/S = 2, logo:
¢ a 1
an — = —.
2 2

Segue quer/2 ~ 27 graus en ~ 57 graus.

F1 + F2 plano tangentél
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PROBLEMA 1.3 Alguns dos problemas que encontramos em eletrostaticanpasdr resol-
vidos com uma combinacgao de resultados analiticos edoétnuméricos. Eis um exemplo:
suponha quatro cargas de mesma magnituelenesmo sinal algébrico. Suponha que queira-
mos colocar as cargas em equilibrio sobre uma reta de comptd2a. A simetria do problema
pode ser-nos Util. Escolhendo a origem no ponto medianetdseridentemente podemos co-
locar um par de cargas, o par externo, nos pontesta, respectivamente, e o outro par, o par
interno, nos pontos-x.

(@) Comece mostrando que a forga sobre a carga colocadmitm-pe & dada por:

2
q 1 1 1
F(z) = —
(z) dmey | (2 + a)? * (2x)?2  (z —a)?
(b) Mostre que a exigéncia de que a carga esteja em edquildva a equacao algébrica de
guarta ordem:

(a*> — 2*)? = 16a 2>,

(c) Mostre que uma solugcdo numéritas dar = 0,36148 a. Sugesho: rescreva a equagao
acima na forma

(1-u?)* =164

ondeu := z/a. Dessa forma, a sua solu¢cado nao dependera do compamerigora
considere o lado esquerdo e o lado direito como duas feng®tintas. Nesse caso, a
igualdade vale para um ou alguns valores.@enas. Faca os graficos correspondentes e
determine os pontos de intersec¢ao. Sinta-se a vontaggonde softwares de computacao
algébrica ou dos recursos da sua calculadora cientifiea, Mo deixe de apresentar 0os
detalhes da sua solucao.

(d) O par interno pode ser posto em equilibrio mecaniconpeios de for¢cas puramente cou-
lombianas, mas o par externo nao. Como vocé explica oibgjaimecanico das cargas em
r = ta?
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SoLugAo 1. 3:

(d) Evidentemente sao neccessarias forcas mecamagreais para manter as cargas nas
extremidades em equilibrio mecanico. [ |

PROBLEMA 1.4 Considere um aro circular e trés contas esféricas de esiprdzivel, carre-
gadas com cargas positivas de magnitpdenicialmente dispostas em pontos arbitrarios sobre
o aro. As contas podem deslizar livremente ao longo anejw@éo equilibrio se estabeleca.
Quando isto acontece, para cada uma das contas carregbmtga,de vinculo, a forgca que o aro
exerce sobre a conta, e a repulsao coulommbiana deviddras duas contas cancelam-se mu-
tuamente. Entretanto, se colocarmos uma carga puntifaiio@aal —() no centro geométrico
do aro € possivel estabelecer o equiileri@o mesmo tempo anular as forcas dieceulo que
impedem que as cargas escapem do ar@@ll seja: o aro poderia ser removido e a configuracao
permaneceria em equiibrio (instavel). Isto acontepara um dado valor da carga central, ver
N. H. Pasqua e P. D. Emmel, Rev. Bras. Ens. Fig2Ré001) 184. Neste caso, o equilibrio
(instavel) ficara determinada por forcas puramentecatiticas.

(a) Faca uso de argumentos de simetria e refaca
o desenho da figura ao lado mostrando
as contas carregadas sobre o aro ja na
configuracao de equilibrio.

(b) Represente por meio de flechas orientadas q
e notacao apropriada a for¢a que atua sobre
uma conta no anel no caso em que a carga
central nao esta presente.

(c) Mostre que para que as forgas que o aro ex-
erce sobre as cargas sejam nulas, a magni-
tude da carga centra)| deve valer: q

_qV3
Q==

Observe que o resultado independe do raio
do aro.



Capitulo1 Lei de Coulomb 9

SoLugAo 1. 4:

(a) Considere a figura abaixo:

(b)

(©)

”

A soma dos angulas, ¢ e~ deve ser igual @r. Como as carga sao idénticas, por simetria
teremos obrigatoriamente= § = . Portanto3da = 27, e consequentemente:

2
3a =27 logo, a=2"

3
Os vetored'; e Fy, representam as forcas coulombianas repulsivas exenpelas cargas
puntiformes. Observe que os modulosKlee F, sdo iguais, i.e.||F|| = ||F2||. O vetor

F; representa a forca de vinculo que o aro exerce sobre a@argaestao. Naturalmente,

Fi+F,+F;=0.

Diagramas similares podem ser feitos para as outras dugescssbre o aro.

O papel exercido pela forca de vinculo sera exercgtwapela forca de atracao coulom-
biana que se deve a carga centrd), pois a idéia & substituir a for¢ca de vinculo por esta
forca. O diagrama de forcc a € o mostrado na FiqAitanas agoraF'; deve ser interpre-
tada como representando a forca de attagcoulombiana entre a carga central negativa e

a carga puntiforme positiva sobre o arBara que a conta carregada fique em equilibrio sob
a acao de forcas puramente eletrostaticas devemoseona impor a condi¢ao:

F,+F,+F3=0.
Fazendo uso da geometria mostrada na figura, a condigaa @cide ser escrita na forma:

2

¢ (_) _ 4@
dmey 22 3 drey R2

2 X
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ondex € o comprimento da corda da circunferéncia de faiba geometria vemos que:

xr = 2R cos (%) = V3R.

Elevando ao quadrado e substituindo na condicao deibdajlobtemos:

Q-

PROBLEMA 1.5 Duas pequenas contas idénticas de matéria plastica Ale Blassan =

10~* kg e cargay = v/2 x 1078 C, podem deslizar sem atrito ao longo de um arame esticado e
preso a dois suportes fixos. O arame forma um angulo tigrads com a horizontal, conforme
mostrado na figura. Um grampo fixo impede que a conta A destizbhixo.

(&) Suponha o sistema em equilibrio mecanico e calculparaeao entre as duas contas car-
regadas.

(b) Calcule a intensidade da for¢ca que o grampo exerce sodata A.
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SoLucAo 1.5:

(a) A forca resultante sobre B deve ser nula, logo, veja adi(a):

2
= mgsen30?,

ey 12

[ 2
r=4/-—-y2a.
4d7eg mgq

Substituindo os valores dados obtemaos 6 cm.

segue que:

(b) Como A esta em equilibrio estatico, veja o diagramads:

0
Fyampo = Feouomn+ g SEN30 =,
ou
2
__ 4 mg
grampo —— W 7 .

Substituindo os valores dados obtemo$,,,,,= 1 x 1073 N.
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FCoulomb

Fgrampo

12



Capitulo 2

Campo Elétrico

PROBLEMA 2.1 A figura abaixo representa um modelo classico simples peoiisfio entre
uma particulax (alfa), isto &€, um nucleo de hélig, = +2¢, e uma molécula de hidrogénio; H
(nao faca confusao com o hidrogénio atdmico!). A aitticc move-se sobre em uma trajetoria
que corta em duas partes iguais o0 segmento de reta que unis psadons puntiformes separa-
dos por uma distancif. Os elétrons da molécula sao representados por uma rsivestrica
de carga igual a-2¢. Suponha que a velocidade da particulseja muito alta, despreze a sua
ntera ccao com a nuvem eletronica. Considere os protorss fi

(a) Determine uma expressao para o campo elétrico quealtua a particula quando esta
esta a uma distanciado centro da molécula.

(b) Determina a forca sobre a particulmas condi¢cdes descritas no item anterior.

(c) Para que valor de esta forca & um extremo?

® +E
+2e
™ D
s
e +E

13
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SoLugAo 2. 1:

(a) Por simetria considere apenas a projecao do campaelaa direcao da velocidade da
particula alfa incidente:

1 ex
E,=-2F 0 = — -,
o dmeg 12 1
ou,
2e x
Eq: = - R
dmey 13
onde:
r= (2> + D?/4)'2.
Segue que

2e T

E, —— .
drrey (22 4 D?/4)3/2

(b) A forca resultante sobre a particula alfa é:

42 T

Fo= —2¢E, = — .
‘ drrey (22 4 D2/4)3/2

(c) Para determinar o extermo calculamos:

dF,  4ée* d x

dr —  4mey dx (a2 + D2/4)3/%
Efetuando o calculo da derivada obtemos:

dar, 4 e? 1 3 22
dr —  4mey | (22 + D2/4)3/2 (22 4 D2/4)5/2
Fazendo:
dF,
=0
dx ’

obtemos finalmente:
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N

~ |

PROBLEMA 2.2 Duas cargas puntiformes de mesmo sinal e mesma magniti@esesta-
radas por uma distancia iguaka. A meia distancia entre as cargas e perpendicularmente ao
segmento de reta que as une temos um plano.

(a) Mostre que o lugar geométrico dos pontos do plano nos @ueampo elétrico € um ex-
tremo & uma circunferéncia de raio igual a/2.

(b) Mostre que o extremo encontrado no item anterior & uxinma

(c) Faca um grafico do campo elétrico sobre o plano endoidig distancia radial & origem.

SOLUGAO 2. 2:

(a) A componente radial do campo elétrico sobre o plano@ees

2q P
Para determinar os extremos calculamos:

E, =2FEsen) =
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Agora fazemos:
dEe, 0
dp
Segue entao que:
. a
Tz

(b) Basta calcular a derivada segunda do campo em relagao a

PROBLEMA 2.3 Uma distribui¢ao linear uniforme de carga positivale extensao infinita
jaz no planary paralelamente ao eixoa uma distancig, desse eixo, veja a figura ao lado.

(a) Calcule o vetor o campo elétrig#no ponto de observacdd (xo, 0, 0).
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(b) Calcule o vetor o campo elétri@no ponto de observacde (0, 0, zy).

SoLUCAO 2. 3:

(@) O campo elétrico de um fio infinito uniformemente cardegpode ser calculado com a
lei de Coulombou mais facilamente com a lei de Gau@sresultado é:

E =

,(modulo!)
2megT |

onder, € a distancia perpendicular ao fio. Adaptando o resultadmao em tela obtemos:

A
271'80 Yo

A

E=E,§=—

(b)
E=E,y+FE.2

Denotando pof o angulo entre o vetor campo elétrico e o ejxo

A Yo

E,=FE 0=— ——>
Y cos 2meg Y2 + 28
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20
E,=Fse) = ————
2meg Y3 + 24
Note que se fizermos = 0, obtemos o resultado do item (a)! [ |

PROBLEMA 2.4 Considere dois bastdes idénticos de material plasicoamprimentd
uniformemnte carregados com uma densidade de car@s dois bastdes jazem sobre o eixo
x positivo e suas extremidades mais proximas uma da outia ssparadas por uma distancia

fixa D, veja a figura.
(a) Determine a forca eletrostatica entre os dois bastde

(b) Determine a forca eletrostatica entre os dois bastodimite D > /.

14 D 14
) L) L] 1
A A

SOLUGAO 2. 4:

(a) Considere o primeiro bastao, o que esta a esquerdao:Ent

1 dq 1 Adz’

dE, = -
Amey (z —a')?  Amey (x — )

29

ondex > ¢ & o ponto de observacaozé € [0,¢] & um ponto dentro da distribui¢ao.

Integrando
A Cde!
E.(r)= .
(J)‘) 47T€(] /O (.T . .Z’/>2

Ey(z) = = / e

u

Fazenda: = x — 2’ temos
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Efetuando a integral

A 1 1

Agora podemos calcular a forga sobre um elemnto de carda segundo bastao:

dF, =dqFE, = NdzFE,.

2 204D
1 1
dmey Jopp x—{0 =z

Integrando e simplificando

Integrando

(0 + D)?

)\2
F, =
D (20 + D)

47'('60

(b) Queremos o limité) > (. Rescrevemos,, na forma

A2 l 20
47T€0 |:21Il <1 —+ 5) — ln (1 -+ 5)} .

Usando ) 5 A
X xr X
In(1 —r -+ - ... —l<z<1.
n(l o) =o— b z<
obtemos
7 1 N\2? q*

~ drey D? B 4dmey D?’

comqg = Al. ParaD > /, os bastdes comportam-se como cargas puntiformes.

PROBLEMA 2.5 Considere um bastao fino de plastico de compriméntmiformemente
carregado com uma carga

(a) Calcule o campo elétrico gerado pela distribuicacuempontoP’ sobre a mediana, isto €é:
a reta cujos pontos sao equidistante dos extremos dadyastima distancia > 0 do seu
centro geomeétrico.
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[
[}

(b) Um segundo bastao de mesmo compriméreéainiformemente carregado com uma densi-
dade linear de carga & colocado perpendicularmente ao primeiro bastao, solmediana.
A extremidade mais proxima ao primeiro bastao fica a untamisa) do mesmo. Calcule
a forca que o primeiro bastao exerce sobre 0 segundo. ®éesposta na forma de uma

integral.
Q /
D I |
V4 >
A
SOLUGAO 2. 5:

(@) Convém comecar calculando a contribuicao ao car@gioe® de um elemento de carda
no ponto arbitrarid® da mediana. Considere a figura a seguir. Levando em conta#risim
vemos que é suficiente calcular a componentédldgerpendicular ao bastdo. Portanto,

comecaremos escrevendo:
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dE

Y
dxl/

1 dq 1 Adxy

dE,

Aeg 12 drey 12 1’

onde\ = Q/¢. Comor = /22 + 12,

JE. — 1 Aydz
T dmeo (22 4 42)

32
Pelo principio da superposicao:

1 +2/2 dr
Ey = 4 )\y / 72 5 3/2.
Teo —t2 (2?4 y?)

Efetuando a integral com o auxilio da férmula:

/ dx 1 x
(22 + a2)*? RN

obtemos
E, = ! @
Y dme y \JPJA+ 2

(b) Considere um elemento de cargjado bastao horizontal. A forca eletrostéatica sobre este
elemento se escreve:

dF, = dq B, = Ndy E,,

ou, mais explicitamente:



Capitulo 2 Campo Elétrico 22

1 \d
JIF yQ

Y dmey y R[4+ 2

A forca eletrostatica sobre o bastao horizontal sera:

@:/ﬁ@

I )\Q D+t dy
Y odmey Jp oy A2
Efetuando a integral obtemos:

200, (¢/2+ VEAT D) /D

" lame (¢/2+ VEAFD+07) /(D +0)

ou,

Iy

PROBLEMA 2.6 Duas superficies esféricas nao-condutoras de rAjos R, < R; Sao

uniformemente carregadas com distribuicdes eletticakade mesma densidade superfical de

cargao. A distancia entre os seus centro$ & R; + R,.

(a) Determine o campo elétrico resultante no centros g&wrns respectivos das superficies

esféricas.

(b) Determine o campo elétrico resultante no ponto médicegmento de reta que une os

centros geomeétricos das superficies.

(c) Determine a intensidade da forca elétrica entre as dsizras.

\ b |
f \




Capitulo 2 Campo Elétrico 23

SOLUGAO 2. 6:

(a) Como as esferas sao nao-condutoras, nao temos @ueelavconta rearranjos de cargas
devido a inducao. No centro da esfera 1, o campo elétBaescreve:

@ é__a47rR§é__0R§é
47T€0D2 " 47T€0D2 : €0D2 "

No centro da esfera 2, o campo é dado por:

E, =

Q. oATR? oR?
= e, = e, = €.
471'80 D? 47T€0 D? €0 D?

E,
(b) Pelo principio da superposicao:

o (B - R3),
€0 D2 "

O campo resultante jaz sobre a reta que une as duas esfena® ;0> R,, 0 campo

resultante aponta da esquerda para a direita.

(©)

E=FE, +E, =

ho’RIR3

Fll =
¥l = =25

PROBLEMA 2.7 Considere dois bastdes finos de mesmo comprimento finiparalelos

e separados por uma distanéia veja a figura. Um dos bastdes &€ uniformemente carregado
com uma densidade linear de carga o outro com uma densidade linear de caxgaambas
medidas em coulombs por metro.

() Mostre que a magnitude da forca entre os bastdes édada

AN 02
F|| = 14— —1

(b) Analise a situacdo em qé¢éD < 1 e mostre que recuperamos a lei de Coulomb.
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SOLUGAO 2.7:

(a) Por simetria, a forca resultante que um bastao exetwre ® outro sera perpendicular aos
mesmos, logo, na dire¢ao do eixoPortanto, um modo de resolver o problema & calcular a
componente perpendicular do campo elétrico do bastaaepontoP, usar este resultado
para calcular a forca sobre um elemento infinitesimal dorsgg bastao e depois usar o
principio da superposicao e integrar.

Suponha o bastao uniformemente carregado com a densidackrgh\ sobre o eixoy

com uma extremidade emn= —/¢/2 e a outra emy = ¢/2. Considere um ponto arbitrario

P de coordenadas;, y,0). Sejay’ a coordenada que descreve o bastdao. Um elemento
de cargalq = A\dy’ contribui comdE ao campo elétrico totdl em P. A projecao deE
perpendicular ao bastao se escreve, veja a figura:

d T
dE, (P) = dE, (x,y) = |E(z, y)|| cos § = ——

drey 12 1’
onde,

r= \/[(y —y? 422",

logo,
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Ax dy’
47‘(‘60 [(y . y/)2 + ,Z'2] 3/2
Usando o principio da superposicao:

Ao Y2 dy’
E.(z,y) = T /_ NS
0 St [(y —y')" +27]

dE,(x,y) =

Convém fazer a mudanca de variaveis:

!/

u=y—vy', .du=—dy’,

e rescrever:

Ey(z.y) Ax /y—Z/2 du Ax /yH/2 du
xr "T"7y = - - T a9t
4rreg g2 (u? + 1’2)3/2 Ae y—tj2 (U + .752)3/2

A integral pode ser facilmente efetuada com o auxilio de tabala de integrais. Segue
entao que:

E(zy) = -
o dmeo a2 Vul+22]
A y+1/2 y— /2

o | Sy rar -2t

Este & o campo elétrico do primeiro bastao em um ponto Rahmpy. O segundo bastao
carregado é colocado em= constante, com as extremidadesgm (/2 ey = —(/2. A
forca sobre um elemento de caifjp= \'dy do segundo bastao é:
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y=1~1/2

y=—1/2

dFm('ra y) = )‘/EI<'T7 y)dy7

e a forca total:

t/2 AN 2 +0/2 —{/2
R = [ B =0 | b2 vl dy.

s 471'60.75 —0/2 \/<y+€/2>2+x2 \/(y—€/2)2—|—x2

Convém introduzir a variavel = y + ¢/2; o sinal de negativo para a primeira integral e o
positivo para a segunda. Neste caso, teremos

E AN [ w dw O wdw }
o 47reox N o Vi

Agora uma segunda mudanca de variavek —w’, permite escrever:

Fo(z) = AN { wdw 0(—w’)(—dw’)]
= el Voas ) voree )

Comow’ & uma variavel muda podemos reunir as duas integrais entinive

AN wdw
2regx Jy  Vw? + a2

F.(x) =
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Efetuando a integral obtemos finalmente

AN
F pr—
»(®) 2mey T

(VETE-2),

resultado que pode ser rescrito na forma:

e 0 seu modulo:

AN 2
F| = 1+—-—-1].
Bl = 5 [\1+ 5 ]
(b) Comoz? > (2, podemos escrever
2 02
1+ —==14—
+ D2 + 22’

logo,

/ 2 !/ 2
R 2 (1 L) 1

27e€g 2 12 B 2meg 22

Como os bastbes sao finitos, as cargas de cada um delessdol e ¢’ = \'/, respecti-
vamente. Portanto:

_qq
Folz) = Ameg 22

Quando os bastdes estao muito afastados um do outro osasiE€EmMportam-se como
cargas puntiformes.

PROBLEMA 2.8 Considere dois anéis finos, concéntricos, de raies 1cm eb = 2cm,
uniformemente carregados com cargas- —q e ¢, = V/27q, respectivamente.
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(a) Determine os pontos criticos, isto &: pontos para @ssqucampo elétrico € nulo, desta
configuragao.

(b) Refaca o item anterior supondo que= 1 cm, g, = —q, ¢ = V27q € A\, = \; onde);
sao as densidades lineares de carga em cada anel.

SoLUCAO 2. 8:

() Por simetria, 0s pontos criticos estarao sobre o eéxpgndicular ao plano que contém
0S anéis e que passa pelo centro geométrico comum dos se§agamos o eixo das
coordenadas cartesianas coincidir com esse eixo de sardatdonfiguracao e coloquemos
a origem no centro geométrico comum dos anéis. Sabemagsagaeim Unico anel fino de
raio a e cargay, 0 campo elétrico sobre o eixo de simetria & dado por:

qz
Arey (22 +a2)*?

Aqui, pelo principio da superposicao, teremos

E.(0,0,2) =

E.(0,0,z) = E,.(0,0,2) + E.(0,0, 2),

onde,
qz
Eaz 07 07 zZ) = — )
( ) drey (22 4 a2)*?
e,
V27
Ey.(0,0, 2) = ¢z et
dmey (22 + b?)
Portanto,
V27
E.(0,0,2) = — a4z ¢z

Amey (224 a?)*?  Armey (224 02)%*

Os pontos criticos sao determinados com a condi#0, 0, z) = 0. Evidentemente; =
z1 = 0 & um dos pontos criticosos outros dois sao determinaglas pizes da equagao:

1 2
- YT

(22 + a2)3/2 (22 + 192)3/2




Capitulo 2 Campo Elétrico 29

Manipulac¢des simples permitem rescrever a equacaceaca forma:

22% = b* — 3a® = 4cn? — 3cnt.
Segue entao que:
V2 V2
2

22:7cm, € Z3 = —

sSao0 0s outros dois pontos criticos.

Y

(b) Observe qué, o raio do anel maior, nao &€ dado, mas podemos calcula-$eguinte forma:
como\, = — A\, temos:

q _V27q
2T a 2rb
Segue que:
b =274d°%
Como (veja o item anterior):
222 = b? — 3a?,
temos,
22% = (27 — 3)a* = 24d?,
logo,

z==xv12 cm.
Assim, 0s pontos criticos agora sag:= 0, como antes;, = V12 cmez; = —/12 cm.
[ |

PROBLEMA 2.9 Considere um plano de extensao infinita, uniformementegado com
uma densidade superficial de carganedida em coulombs por metro quadrado.

(@) Calcule o campo elétrico gerado por essa distrilouigicarga usando a lei de Coulomb e
o principio da superposica&ugeséo: divida o plano em tiras de comprimento infinito e
largura infinitesimatly, veja a Figuré??, e adapte o resultado obtido para o campo de um
fio infinito uniformemente carregado.
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(b) Refaca o calculo com a lei de Gauss.

(c) Como voceé calcularia o campo elétrico se a superéigiguestao fosse finita?

SoLUCAO 2.9:

(@) Consideremos o semi-espace- 0. Por simetria o campo elétrico emdeve ser perpen-
dicular ao plano infinito carregado e no maximo ser umadordez, a coordenada sobre o
eixo perpendicular ao plano. Podemos escrever entao:

E(z,y,2) = E(z) = E.(2) Z.

Para calcula#. (z) faremos uso do resultado obtido para o campo de um fio infimito u
formemente carregado com uma densidade linear de garga

A
E(r) = é,,
2megr
onder aqui € a distancia perpendicular ao fio. Consdere a tiregada de comprimento
infinito e largurady mostrada na Figura?. Como somente a componente do campo per-

pendicular ao plano é relevante, temos:

d
dE.(P) = ||dB| cos 6 = 2% =
T T
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onde fizemos a substituicdo— o dy, escrevemos:

z
cos 0 = —,
r

veja a Figura2.1. Como= /22 + y2. Segue que,

ozdy
Z¢+y
Portanto,
+o0o d
Ez(z) oz Y

" 276 o 22 Hy?

Convém rescrever a integral acima na forma:

¢
E.(2) = 2% lim / _dy

ey t—oo Jo 22+ 42

onde também levamos em conta a paridade do integrandmdeameo da integral:

du 1 U
5 — arctan (—) ,
us +a a a

obtemos:

o
TEY £—o0 2 Z 2¢0

E.(z) = 7% lim E arctan ({) =

O campo elétrico em todo 0 espacgo se escreve:

g .
—12z, z>0;
260
E =
o
——12z, 2<0
260

Observe que o campo € discontinuo em 0.

(b) A lei de Gauss leva facilmente ao resultado acima. De é&si@ € um dos primeiros exem-
plos da aplicacao da lei de Gauss que os livros de textsapi@n. Convém salientar que
isso sO é possivel em razao do alto grau de simetria tiébdisao.
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Figura 2.1: Geometria para o calculo do campo elétricad@por uma distribuicao planar de
carga.

(c) Alei de Gauss embora valida nao & uma ferramentgatd calcular o campo. A razao &
a diminuicao do grau de simetria quando a distrbuicaose finita. O campo ainda apre-
sentara simetria, mas nao o suficiente para que a lei des@assa ser aplicada facilmente.

PROBLEMA 2.10 Considere uma distribuicao laminar de carga descritaipa densidade
uniformep. A espessura da distribuicao vale o planoz = 0 divide a distribuicao em duas
partes simétricas, veja a figura. Exceto na dirg@aq a distribuicdo estende-se até ao infinito.

(a) Calcule o campo elétridd no interior da distribuicao, i.e.: pafa|| < t/2.

(b) Calcule o campo elétrich fora da distribuicao, i.e.: patg|| > t/2.
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e————>
\ ===
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[ | |
| | |
| | |
| | |
\ | !
\ | !
[

z=10

SoLugAo 2. 10:

(a) Por simetria,

E=FE(2)z, e E(z=0)=0.

Aplicando a lei de Gauss a uma superficie gaussiana Gidandom uma tampa contida no

planoz = 0 e a outra no plane = ||constantg < ||¢/2]|, teremos:
A
B(z)A="L2%
€0

para—t/2 < z < t/2.

(b) Aplicando a lei de Gauss a uma superficie gaussiamalgita com uma tampa contida no
planoz = —t/2 — A e a outra no plane = t/2 + A comA > 0, teremos:
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At
2B(z)A="L20
€0
Segue que,
pt
E(z) = —.
(2) =3 ”
Portanto, podemos escrever:
t
Lad z, z>1t/2;
€0
E =
pt .
——7Z, z<—1/2

PROBLEMA 2.11 Uma carga puntiforme positiva de magnitugé levada até um ponto P
proximo a uma esfera condutora neutra e isolada. A distgardre o ponto P e o centro da
esfera &. A carga puntiforme induzira um rearranjo na distrilagigie carga da esfera.

(a) Determine o campo elétrico criado pela carga puntifonmcentro da esfera.

(b) Determine o campo elétrico criado pelo rearranjo dailliscao de cargas na superficie da
esfera no centro da mesma.
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SoLugAo 2. 11:

(a) Obviamente,
1 ¢ s
" drey D27

onde supusemos que a origem do sistema de referénciaoestatno da esfera.

(b) Como o campo resultante dentro da esfera condutora @éeveesd, em qualquer ponto
interior:

E,+ E,= 0.

Em particular, o campo criado pelo rearranjo da distridoide cargas na superficie da
esfera no centro da mesma sera:

PROBLEMA 2.12 Considere duas distribuigdes planas da
carga de extensao infinita e densidades uniformes de mesmo
valor absolutar, mas de sinais algébricos diferentes. As
distribuices interceptam-se formando angulos reftejs, a
figura ao lado.

(a) Calcule a intensidade do campo elétrico no pdhio-
dicado na figura ao lado.

(b) Faca um esboco das linhas de forga associadas com este
sistema. (Vocé nao precisa criar uma obra de arte, mas
faca um desenho claro, bem feito! )

SOoLUGAO 2.12:

(a) Pelo principio da superposicao, o campo elétricderigual ak(P) = E, (P)+ E_(P),
comEL(P) = +0/(2¢,) i, onden & o versor unitario normal a distribuicdo. Segue que:
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IE(P)| = \/(21) n (21) V2

(b) Algumas das linhas de forca do campo elétrico esta@sentadas abaixo:

YYY

Y'Y

>

A A A A

AAAA
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Lel de Gauss

PROBLEMA 3.1 Exemplo de distribuio rao-uniforme.Uma distribuicao esférica de carga
é descrita pela densidade volumar:

— T

p(r)=po—, 0<z<o0,
x

ondexr = k7, comkx = 3m™, p = 30 x 1072C/m? e r, a distancia radial ao centro da
distribuicao, em metros. Calcule a carga total asso@adaessa distribuicao.

SoLucAo 3. 1:| Adistribuicido dada néo € uniforme, logo, temos quesierar a cargdy

em um volume infinitesimalmente pequefio:

dg = p(r) d’r,

e integrar, isto &€: somar sobre a distribuicao contidueargag sera portanto dada pela integral

de volume:
qz///p(r) d’r.

dPr = 4w r? dr,

Como temos simetria esférica:

que é como fica o elemento de volume em coordenadas esfapés a integracao sobre os
angulos polarf) e azimutal ¢), ja que a distribuicao s6 dependerdéssim:

37
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o0 e—K)?"
q= / 0o 4 r? dr
0

RT
Comox = kr, temosdx = kdr. Logo, a integral se rescreve

47 © e 47 o
q= ng/ —— ¥ dr = ?’po/ e “xdr.
K 0 X K 0

Efetuando a integral obtemos finalmente:

q = 47 poK>.

A integral pode ser efetuada consultando uma tabela ou ganuie o seguinte truque:
rescreva-a na forma:

/ e_xxdx:/ {—i _M"dx] = —i [/ e‘“’dx} =1.
0 0 d\ N1 X | Jo N1

PROBLEMA 3.2 Considere inicialmente uma
distribuicdo cilindrica uniforme de carga de raio e
comprimento/. Suponh& > a. A densidade volumar de
carga ép.

(a) Determine o campo elétrid@em um ponto nanterior
da distribuicao.

(b) Determine o campo elétriddem um ponto nexterior
da distribuicao.

(c) O campo & continuo sobre a superficie da distrdmf¢™
Agora suponha que a distribuicao seja substituida por
um cilindro metalico de mesmas dimensdes carregado
com uma densidade superficial de casgaComo an-
tes suponha qué > a. O campo € continuo sobre a Y
superficie do cilindro3ustifiqgue as suas respostas.

SoLugAo 3. 2:
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(@) A lei de Gauss + simetria axial + suposicao de que a levam a:

2
E2rstl = prst

€o
ondes € a distancia perpendicular ao eixo do cilindro. Segue que

E=— 0<s<a
260
(b) Da mesma forma:
2
E2rsl = pril
€o
Segue que
2
= i , a<s <o
280 S

39

(c) O campo da distribuicao & continatomo pode ser facilmente verificado fazende- a
em (a) e (b). No entanto, se a distribuicao for trocada porcilindro metalico havera uma

discontinuidadea superficie do cilindro, pois o campo deste & nulo pafas < a.

PROBLEMA 3.3 Considere uma distribuicao esférica de carga decaaioja densidade volumar
de carga € descrita pp(r) = po (1 — r?/a?), parad < r < a, € porp(r) = 0 paraa < r < oo, onde
po € uma constante com dimensdes de carga/volume. A figustadla comportamento da densidade

adimensional de carga(r)/po, como funcao de/a.

1

0.8 |~

(a) Calcule a carga total da distribuicao.

ensional de carga

(b) Calcule o campo elétrico em um T
ponto dentro da distribuicao.

0.4 |-

Densidade adim

(c) Calcule o campo elétrico em um o2
ponto fora da distribuicao. i

0.6

0.8
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SoLugAo 3. 3:

(@)

Efetuando a integra, segue que:

0= (2) « (net).

i.e.: a carga total vale 2/5 da carga que a esfera teria sesaddde de carga fosse uniforme
e valessey.

(b) A simetria esférica do problemarecomenda o uso da léialess como o0 meio mais simples
de calcular o campo:

E(r)mr? = QE(T) ,

onde@(r) & a carga encerrada por uma superficie esférica hipatéeé raior < a, (a
gaussiana). Um calculo similar ao anterior mostra que :

Qr) = (%) « <p0§w3).

2
BE(r)= 22"
5 360
Compare este resultado com o caso em que a distribuicZargie & uniforme.

Segue entao que:

0<r<a.

(c) Neste caso, a superficie esférica gaussiana envoga total calculada no item (a), logo:

(2) * (poima®)

E(r)4rr? =
€0

Segue que:

2 po a’
5 3epr?’

E(r) a<r<oo.
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PROBLEMA 3.4 Considere uma distribuicao esférica de carga desaltagensidade volu-
mar de carga

0 r<a
p(r)= T—Hz a<r<b
0 r>b

onde x € uma constante com as dimensdes apropriada® e distancia radial ao centro
geomeétrico da distribuicao. Determine o campo elétcigado por esta distribuicao em todo o
espaco.

SoLucAo 3. 4:| Parar < a, 0 campo elétrico € nulo. Isto pode ser provado com a lei de

Gauss e a simetria esférica do problema. Ratar < b, a lei de Gauss e a simetria esférica
nos dao:

Ednr? = —Q<T),
€o
onde
_ 2
Q(r) = /mllﬂr' dr’
Segue que
po A=)
o T‘2

PROBLEMA 3.5 Considere uma esfera de rdiocuniformemente preenchida com uma carga
elétrica de valor igual a carga de dois elétrons. Imengsse “pudim "de carga negativa temos
dois protons. Suponhamos que a densidade de carga dasjéeuaiforme, apesar da presenca
dos dois prétons.
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(@) De que modo devemos dispor os dois protons para que @ $olire cada um deles seja
nula?

(b) Qual sera a distancia de equilibrio entre os doisomss?

(c) O equilibrio é estavel3ustifique suas respostas!

SoLucAo 3.5:

(a) Sobre o diametro, equidistante do centro da distf#uuic

+e C +e

x/2 x/2

(b) A intensidade da repulsao coulombiana é:

1 e
ey 22’
ondex > 0 & a distancia entre os protons. A intensidade da forgdiva sobre um proton
exercida pela distribuicao é:

F'=eE(r).

\Vetorialmente,

2

€ . A
e 22 &, +eE(r)é,.

Fr=F+F =

Mas, usando a lei de Gauss, sabemos que o campo no interioradéistribuicao de carga
esférica uniforme & dado por:

Segue que,
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2
e 1 x
F = — —— | &,
#(2) Arey <x2 R3)
Esta for¢a sera nula se e somente se0.

(c) Instavel, pois um sistema puramente eletrostatammpvde estar em equlibrio estavel sob
a acao de forcas puramente eletrostaticas, teoremartsitaw, problema 5.10, aula 5 do
texto.

PROBLEMA 3.6 Um dos primeiros modelos do atomo consistia em consildecamo uma
carga puntiforme positiva de valor igualFa, colocada no centro de uma distribuicao uniforme
de carga negativa esfericamnte simétrica de fa® valor igual a—Ze. Aqui Z & o nUmero
atdmico ee € a carga fundamental.

(a) Determine o campo elétridd em um ponta” no interior do atomo.

(b) Determine o fluxo do campo elétrico através de uma $uepresférica de raio > R cujo
centro coincide com o centro do atomo.

(c) Quanto vale o campo elétrico em um ponto fora do atorsfififjue cuidadosamente a sua
resposta.

SOLUGAO 3. 6:

(a) O campo elétrico resultante € igual ao campo de uma gargtiforme mais o campo de
uma distribuicao continua:

Por causa de simetria esférica, o canihpopode ser facilmente calculado com a lei de
Gauss, a saber:

Ze 4mrd
60Ed47T7’2 = —WT
3
ou 7
E, = ¢’ O0<r<R

_47'('60 ﬁ7
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Segue que

Ze 1 r
E = - e <
P (72 R3)e 0<r<R

(b) Como o atomo & neutrg ... = 0, logo, pela lei de Gauss,fluxodo campo elétrico & zero

%E~ﬁda:0

(c) Fluxo zero nao implica necessariamente em campo zera$, Mo caso, como 0 atomo
esta isolado nao ha outras fontes para 0 campo a nao sepagp por outro lado temos a
simetria esféerica. Combinando tudo isso temos

Edmr? =0

Como a S. G. & hipotética, segue dque- 0 parar > R.

PROBLEMA 3.7 Em um modelo classico mais sofisticado no que diz respealistabuicao
da carga elétrica, um atomo de hidrogénio pode ser ceraid como formado por uma carga
puntiforme positivat-e, 0 proton, e uma nuvem eletronica esfericamente siozétiescrita pela
densidade de carga elétrica:

pe(r) = ——— e/, r € (0,00),

Tay

onder € a distancia radial ao nlcleo que vamos supor fixo. A eoist, € o raio de Bohr e
seu valor € igual 8,53 x 10719m.

(a) Mostre que o atomo de hidrogénio é eletricamenteraeut

(b) O campo elétrico efetiv..,, do atomo & dado pela superposi¢cao do campo elétrico do
préton com o campo elétrico da nuvem eletrdnica. Deteeroicampo elétrico efetivo em
um ponto arbitrario do espaco.

(c) Mostre que no limite — 0, o campo efetivo tende ao campo do préton.

(d) Mostre que no limite — oo, 0 campo efetivo tende a zero.
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SoLugAO 3.7:

(a) A cargag,...»associada com a nuvem eletrdnica & dada por:

Qoo = / pd’r

e (0.0]
= —— e /%0 42y

3
Tag Jo
de [ _

= —— e 2r/ao y2qy.
Qg Jo

A integral pode ser calculada com o auxilio de uma tabelatdgiais:

o0
PET = —
0 ant

ondea > 0 en & um inteiro positivo. No nosso caso= 2 ea = 2/ay, logo:

4e 2!

Ghuvem = 3 3 = —€.
Gy (2
ao

A carga do proton ..., = +e¢, 10go, a carga total do atomo é:

qprbton+nuvem =e+ (—6) = 07
isto &: o atomo de hidrogénio & eletricamente neutro!

(b) Como o problema apresenta simetria esférica, o cangriosl da nuvem eletrdnica é radial
e a componente radial do campo em um ponto arbitr8raip espaco pode ser calculada
com a lei de Gauss:

q(r)
Enuvem(r) - W

1 ' € —2r'/a 2 3.1
= — —-— ] e O Amr“dr
dmeg % Jo Tayg

e r
ot
— — e 2r /aQTIZd,r,/‘
meoag r? Jo

A integral pode ser efetuado com a formula:



Capitulo 3 Lei de Gauss 46

e 2 2
/xzea:”dx:— (xz——x+—2).
« « «
Efetuando a integral obtemos:
e a? a?
Enuvem = e—QT/ao 2 2 -2 .
(r) 2megad r? [ (T o 2 2

O campo elétrico efetivo em um ponibé a combinacao linear do campo do proton com o
campo da nuvem eletronica:

Eefetivo = Epr(’)ton + Enuvem7

ou,

2 2
€ a Q,
Eefetivo(r> —27"/(10 <T2 + aoT + 0) - 0:| ér-

. e
= e+ e
dreg r2 T 2megad r? [ 2 2

(c) No limite em quer — oo, 0 campo da nuvem eletronica tende ao campo de uma carga
negativa puntiforme:

&

A~

€r,

Enuvem %

A 12
gue anula o campo do proton de modo que nesse limite:
Eefetivo(r) ~ 0

(d) No limiter — 0, o campo da nuvem tende a zero e ficamos com somente o campo do
préton, logo:

(&

Eefelivo<r) ~ m éT-
0

PROBLEMA 3.8 O campo elétrico nas vizinhanc¢as da superficie da Batleado pela formula
empirica:

E(z) = —E; (ae™** + be™"%) 2
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ondez > 0 & a altura acima da superficie da Terralig a, o, b € 3 sao constantes reais
e positivas cujos valores dao, respectivamefte= 130Vm—', a = 0,69, a« = 3,5km™,
b=0,31e=0,23km™"

(a) Mostre inicialmente que o campo elétrico dado acimalebe a equacao diferencial or-
dinaria de primeira ordem:

AEG) _ o)
dz €0

ondep(z) & a densidade volumar de carga. Esta equacao represeatauma local da lei
de Gauss.

(b) Obtenha uma expressao pafta) a partir do campo dado.

(c) Faca o grafico da densidade volumar de carga em futecatiuraz acima da superficie da
Terra.

SoLugAo 3. 8:

(@) Consideremos localmente a Terra como um condutor plansuperficie gaussiana mos-
trada na Figur&?. Aplicando a lei de Gauss temos:

d
(x4 d2) - i A+ B(2) - figd = 94).
€0
ondeA é a area da ‘tampa 'da superficie gaussiade(e) = p(z)Adz & a carga encerrada
pela mesma. Levando em conta as orientacdes da supeyéicssiana e do campo elétrico

temos:

Segue que

(b) A densidade volumar de carga é:

dFE, _ _
p(z) = —€o P (2) = —¢€p £y (aae **t+bpe 52)
z
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(c) E facil ver que em razao das exponenciais decrescentasga concentra-se-a proximo a
superficie da Terra. O leitor podera tragcar um grafi@cigo com um programa algébrico
como, por exemplo, o MAPLE, MATHCAD, MATHEMATICA ou equivahtes. O grafico
abaixo nos da uma idéia do comportamento do modulo dadietesde carga com a altura.

E(z +dz)

dz

=
&
E)é —> E)

pd

/V

PROBLEMA 3.9 Uma distribuicdo esférica de carga & descrita pelaidade de carga
p (r) = kr®, ondex e o S0 constantesreé a distancia radial ao centro da distribuicao.

(a) Determine uma expressao geral para o campo eléffiecoy) valida em todos os pontos
do espaco.

(b) Faga um grafico do modulo do campo elétrico para —1,a =0 ea = 1.
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SoLugAo 3.9:

(a) Para uma distribuicao de carga esfericamente soagé lei de Gauss se escreve:

E(r)4nr? = @

onder & o raio da superficie esférica hipoteética que enaerargag(r), a superficie
gaussiana. A carggr) € calculada por meio de:

q(r) :/pdV:/ p(r') dmr'2dr’.
0
Segue que:

r 14+«

K r

E _ /2+ad I _
(T) 607’2 0 " " /{60 (Oé‘l‘?))’

comr € [0, 00).

(b) A figura abaixo representa os graficos pedidos.

i
[l
1

N\

AN

N

N\

PROBLEMA 3.10 Considere uma distribuicao esférica e uniforme de celgjsica. descrita
pela funcao:
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, 0<r <a;
p(’f’):{ pOO r>a.

Mostre que a densidade superficial de carga da esfera & nula.

s s NIl

™~
—

™SS

S~

~
S~

™~

SoLucAo 3. 10:

Como a distribuicao apresenta um alto grau de simetriajéo fazer uso da lei de Gauss.
A simetria esférica permite escrever entao:

E(r)dmr? = @

€0
Mas,
_ podmr?
Segue que
pol
E =—8,,
1(T) 360 ©

para0 < r < a. Parar > a, a lei de Gauss conduz a:

_ Poa3 N

Ey(r) = Ser? é,.
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Vemos assim que o campo elétrico &€ continuo no intervalor < oo, em particular, o campo
é continuo em = a, onde poderiamos pensar que uma densidade superficiabdefaaa sen-
tido, veja o grafico mostrado na figura. Aplicando novamanéede Gauss considerando como
superficie gaussiana a superficie de um pequeno cilise@turaAh com centro geométrico
emr = a, temos:

AAQ/2
E, A+ Ey-fi,A = u)
€o
ondeA € a area da tampa do cilindro. Comip= —n,, segue que
Ah
—Ey + By =220
260

Mas E;, = Es, logo, ppAh = 0, 0 que implica que a densidade superficial de carga & nula em
r = a, de fato, a densidade superficial de carga & nula para aqraiglor der.

PROBLEMA 3.11 Em uma determinada valvula eletrbnica, os elétron®sdittidos por uma
superficie plana metalica aquecida (a placa emisso@g&acos por uma outra superficie plana
metalica paralela a primeira (a placa coletora) coloeaglaa distancid), veja a figura ilustra-
tiva abaixo. A diferenca de potencial elétrico entre ag@ € dada pdf(r) = xz*/3. Suponha
que as dimensdes lineares das placas sejam muito maioge @odistancia que as separa.

(a) Faca o grafico do campo elétrico entre as placas.

(b) Use a lei de Gauss na forma diferencial e calcule a deshsidalumar de carga(x) para
0 < x < D. Faca o gréafico da densidade volumar de carga obtida.

(c) Calcule a densidade superficial de cargda placa coletora. Repita o calculo para a placa
emissora.
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————

————

fluxo dos elétrons
————>

————>
————>
————>

N N
placa emissora placa coletora

SoLucAo 3. 11:

(a) Como as dimensoes lineares das placas sao muito mdmipie a distancia que as separa,
podemos considerar as mesmas como tendo extensao iffiaie caso, 0 campo elétrico
dependera somente deDe fato, & por esta mesma razao que o potencial dependmtom
dex! O campo elétrico €é:

dVv (z) _ 4 o /3

dx 3
A figura acima mostra o grafico do campo elétrico entre asagta




Capitulo 3 Lei de Gauss 53

T T
0.25 0.50 0.75

-0.24

-0.4

-0.6 1

-0.8 4

Por simplicidade, fizemos = 3/4 e D = 1 (unidades arbitrarias).

(b) Para calcular a densidade volumar de carga entre aspfazamos uso da lei de Gauss na
forma diferencial:

No caso,

O0<ax<D.

-20 -

-40 4

-60

p(x)

-80 -

-100

-120

(c) Usando a lei de Gauss na forma integral, podemos ver que® & nulo muito proximo
da placa emissora, pois 0 campo & nulozem 0. Mas, probximo da placa coletora, o fluxo
vale:
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4
® = E,(D)A = —gngl/?’ A.
Comod = q/eg = 0 A/ey, SEQUE qUE:

4

= —— keDY3.
o 3 K €g

Outro modo de obter a densidade superficial de carga € aalcul

o= [

verifique!



Capitulo 4

Potencial Eletrico

PROBLEMA 4.1 A figura abaixo mostra linhas de forca e superficies em@ifcias associadas
com um capacitor de placas paralelas em equilibrio etétios. O desenho foi feito por James Clerk
Maxwell (1831-1879), o grande tebrico do eletromagnetisio século 19, e aparece no seu tratado
sobre o assunto publicado em 1873. Note que no desenho,itws efe borda foram tomados em

conta.

(a) Reproduza o desenho de Maxwell no
derno de respostas identificando de m
claro pelo menos 3 linhas de forca e 3
perficies equipotenciais.

(b) Expliqgue porque as linhas de forca de\v
ser perpendiculares as superficies eql
tenciais.

SOLUGAO 4. 1:

(&) A curva marcada pela letra (d) representa uma linha ga.fdMocé pode identifcar outras?
As curvas perpendiculares as curvas quase aninhadasesfaa as superficies equipoten-

ciais.

55
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(b) Se o campo elétrico nao for perpendicular a sugeréquipotencial, haveria uma compo-
nente do campo ao longo dessa superficie. Portanto, @stsenia equipotencial.

PROBLEMA 4.2 Considere um plano de extensao infinita uniformementeegado com
uma densidade de carganedida em coulombs/(metfo)um furo circular de raia € feito no
plano carregadoSugesé&o: lembre-se que o potencial de um disco de raimiformemente
carregado sobre um ponto no eixo principal de simetria e gad

‘/disco(z) - 2i€0 <V 22 +a2 — |Z|) .

(a) Calcule o potencial elétrico num ponttoa uma altura: > 0, situado sobre o eixo perpen-
dicular ao plano e que passa pelo centro geométrico do furo.

(b) Calcule o campo elétrico eim.

(c) Obtenha uma expressao aproximada para o campo elpataz > a. Interprete o resul-
tado.

SOLUGAO 4. 2:

(a) Pelo principio da superposicao:

‘/plano - plano c/ furo + ‘/discm
logo,

‘/plano ¢/ furo — plano ~ ‘/discoa

ou,

g g o
‘/;)Ianoc/fum: _Z+C——<\/22—|—a2—z> :?\/224_&2_‘_0’
0

B 260 260
ondeC' & uma constante arbitraria.

(b)
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(c) Paraz > a,

g
E, ~—,
260

isto €, nesse limite o furo “desaparece”, e o campo eté&ic campo do plano sem o furo.

PROBLEMA 4.3 Potencial eletrositico e campo étrico Dez particulas puntiformes de car-
gas iguaisy ocupam os vértices de um poligono regular de dez ladms,um hendecagno,
inscritivel em uma circuferéncia de ratd

(a) Determine o potencial elétrico ao longo do eixo de simetrtogonal ao plano que contém
o0 hendecagno e que passa por seu centro geomeétrico.

(b) Determine a diferenca de potencial entre o centro @#aco’ da distribuicdo e um ponto
arbitrario P sobre o eixo de simetria em questao.

(c) Determine o campo elétrico em um ponto arbitrario s@sse mesmo eixo.

SOLUGAO 4. 3:

(@) Pelo principio da superposi¢ao temos:
)= 10 q
 dmey 22 + R2

v~ 2 ()

V(z

(b)

(©)

oV 10q z

B.=-20 =
0z  4meq (224 R?)

PROBLEMA 4.4 Considere um disco de plastico perfurado de raio mereraio maiorb unifor-
memente carregado com uma densidade de earga
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(a) Calcule o potencial elétrico gerado por esta
distribuicdo em um pont® sobre o eixo de
simetria perpendicular ao plano que contém
o disco e passa por seu centro geométrico.

(b) Calcule o campo elétrico em.

(c) Calcule o trabalho realizado para trazer P
uma carga puntiformé), do infinito até o
ponto .

[
\

(d) Calcule a energia potencial do sistema
disco perfurado + carga puntiforme.

(e) Calcule a forca coulombiana q@&g exerce
sobre o disco.

Obs.: aintegral

T dx 1
et 2 2
T2 = b\/ba: + c?,

podera ser-lhe til.

SOLUGAO 4. 4:

(a) Sejap a distancia perpendicular ao eixo de simetria em questa@, posicao do pont®
a origem. Entao o potencial gerado por um disco deg@aargai() sera:

dQ  o2mpdp

dVv = = )
dmeor  Amegy/p? + 22

Pelo principio da superposicao:

b
\% 7 pdp -7 (\/b2+x2—\/a2+x2>

:2—50 \/ P2+ a2  2g

(b)

E__@_V_i< x T )
v ox a 260 \/a,2_|_1’2 \/b2+$2
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(c) Como a diferenca de potencial & o trabalho por unidadeadga, e como o potencial no
infinito & nulo, temos:

W=QyV = Qoo (\/b2+x2—\/a2+x2>.
260

(d) Como o trabalho fica armazenado sob forma de energiagatetetrstatica:

L{:QOV:QOU<\/bz+x2—\/a2+x2).
260

(e) A forca coulombiana que o disco exerce sapsee dada por:
Como a for¢a coulombiana obedece a terceira lei de Newttorgca quel), exerce sobre

o disco é

F'=-F=-QyFE%

PROBLEMA 4.5 Uma pequena esfera de massa cargay esta suspensa por um fio isolante
entre duas distribuicdes superficiais de carga planaslghas, separadas por uma distangia

(a) Calcule o campo elétrico na regiao entre as distrims@ara que fio forme um angulo
com a vertical, como mostra a figura abaixo.

(b) Calcule a diferenca de potencial entre as distriesgilanas.

(c) Calcule a densidade de carga de cada uma das distrésuic”
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suporte fixo

q,m

SOLUGAO 4. 5:

(a) Sed for o angulo que o fio faz com a vertical, temos

qF = Tsend,
e
mg = T cos 0,
Segue que
E= 9 tan 6.
q
(b) b
AV =FED == IZ tan 6.
q

(c) Como, em modulo, o campo entre as distribuicdes gldese valew = o /¢y, sSegue que
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m
o= +50—g tan 6,
q

para a distribuicao da esquerda, e

m
o= —go—g tan 6,

para a distribuicao da direita.

PROBLEMA 4.6 Uma esfera condutora de rai® & carregada com uma carghe isolada. No
interior da esfera ha uma cavidade esférica excénteo#ra da qual uma carge= (/3 €& colocada

em um ponto arbitrario.

(a) Calcule a densidade superficial de carga da esfera \ \
condutora. ‘

(b) Calcule o potencial eletrostatico na superficie da
esfera condutora.

(c) Calcule o campo elétricée em um ponto ar-
bitrario exterior a esfera. \

SOLUCAO 4. 6:

(a) A cargag induz uma carga-¢ na superficie interior da cavidade esférica e uma caiga
na superficie da esfera. Portanto,

U_q+Q_QB+Q_XM$Q_ Q
 A7R? 47R® 4w R?  3wR?

(b)
yo4tQ _ @
Areg R 3meoR’
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(©)

PROBLEMA 4.7 Valor médio sobre a su-
perficie de uma esfera, veis simples. Con-
sidere uma carga puntiforme de valpa uma . .
distanciaD do centro de uma esfera hipotética ! a
de raioa. Mostre que o valor médio do po- q D \ /
tencial eletrostatico sobre a superficie esférica é S
igual ao potencial gerado pela carga puntiforme

no centro da esfera, i.e.:

q

V= .
dmeqg D

SoLucAo 4. 7:] O valor médio do potencial sobre uma superfigide aread & dado por:

— 1
V:—/Vda.
A Js
No caso,
o q
V(r)_47reo r’

onder & a distancia entr¢ e um ponto da esfera (veja a figura). Escrevendo:

r=D+ a,

vemos que’ = ||r|| vale:

r=vVD2+a2+2Da cos 0,
onded & o angulo entr® e a. Segue entao que:

q 1
a
(4m)2 €9 a® /Q VD2 +a2+2Da cos 6
onded2 & o elemento de angulo soélido subtendido pelo ponto ntraela esfera. Como
o integrando s6 depende de podemos fazer substituicali? — 27senddf e depois de
simplificacdes simples obtemos:

V= 2dQ,
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q " 1
87?60/0 VD2 +a2+2Da cos 0
Fazendo a substituicao= cos 0:

V= send df.

q +1 1

vo_ ¢
8mes J.1 VD?2+a2+2Dax

Efetuando a integral:

o q
"~ Aweg D’
Este resultado mostra que o valor médio do potencial sobuperficie da esfera (hipotética)
é igual ao valor do potencial no centro da esfera. Usandincipio da superposicao pode-se
estender este resultado a uma distribuicao arbitr&rigadga. Entretanto, convém ressaltar que
h& um modo mais elegante de demonstrar o teorema do vatho mgue faz uso da equacao
de Laplace para o potencial. [ |

PROBLEMA 4.8 Considere uma distribuicao esfericamente simétriceaniga descrita pela
densidade volumar de carga:

p(r)y=rr", re(0,00).
No contextoy € a distancia radial ao centro da distribuicdo&@um inteiro maior do que-3.

(a) Calcule o campo elétrico como funcaorde

(b) Calcule a diferenca de potencial entre o centro daildisgdo e um ponto arbitrarif.

SOLUCAO 4. 8:

(@) A leide Gauss e a simetria esférica permitem escrever:

E(r) 4nr? = @,

onder & o raio da superficie gaussiana que encgira Por outro lado,
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o) = [ oty

Em razao da simetria esferidéw = 47rdr, logo:

4 T
q(r) = o 72 dF.
€ Jo
Segue que:
n+1
Er ="l s _3
€ n+3

(b)

Substituindo o campo obtido no item (a) e efetuando a integptamos:

o(P) — ®(0) = _% (n+ 3§En +2)

PROBLEMA 4.9 O campo elétrico de uma determinada configuracao etéatices esferica-
mente simétrica & dado por

2
B- e,
7,2
parar > R, e por
EQ 7’2,\
B=pen

parar < R, ondeFE, e R sao constantesé& € o vetor unitario radial.
(@) Calcule o potencial elétrico dessa configuracao parak.
(b) Calcule o potencial elétrico dessa configuracao patar.

Sugesdo. na regiao exterior, o potencial deve tender a zero no tofinobre a superficie
r = R, 0 potencial deve ser continuo.
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SOLUGAO 4.9:

(@ r > R:

Vw%:i/Edr+Q:—%Ra/%+CL

T
Efetuando a integral teremos:

2
vw):f%R

+C,.

Fazendd/(oo0) = 0, obtemos € = 0. Portanto,

E 2
V(r)= OTR , r>R.

(b) r < R:

E E
—R—g r2dr + Cy = ——3}32 r + C,.

Como o potencial deve ser continuo,

Vi(r) =

Eo

—ﬁTS—FCQ :EOR
Segue que
4
C2 = g E(] R
e
Ey
v<7’):ﬁ(4R3—7’3), TSR
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PROBLEMA 4.10 Considere o sistema eletrostatico mostrado na figura ab@sistema &
formado por uma carga puntiforraey e um anel de raia uniformemente carregado com uma
carga(). A distancia entre a carga puntiforme e o centro geonwetteccanel éD. Considere
um ponto arbitraria®(z, 0, 0) sobre o eixo de simetria do sistema cor —D.

(a) Calcule o potencial eletrostatico no potor, 0, 0).
(b) Calcule o campo elétrico no poniz, 0, 0) usando o potencial obtido em (a).

(c) Suponha que o poni®(z, 0, 0) situe-se sobre 0 eixo x positivo e muito distante da disigény
i.e..x > 0,ex > a,D. Calcule o potencial de dipolo elétrico nesse ponto.

P(-D,0,0) P(z,0,0)

Suges#io: use convenientemente a expanégex)? = 1+ 2 ¢+ 22 52 P Ue=2) 43

SoLugAo 4. 10:

(@) Pelo principio da superposicao:

V(P) = ‘/cargapuntiformép> + Knel(P%

ou,

_ Q Q
Viz) = dmey (v + D) - dreg Va2 + a?
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(b) O campo elétrico € o gradiente do potencial obtido ém (a

B, (x) = _dV(x) _ Q Qux

+ .
dx drey (x4 D)*  dmey (a2 + a2)*?

(c) Usando a expansao de Taylor(det z)? obtemos:

QD

- dmeg a2’
gue é o potencial gerado por um dipolo de magnitde

%ipolo(‘r)




Capitulo 5

Energia Eletrostatica; Capacitores

PROBLEMA 5.1 Uma bolha de sabao eletrostaticamente isolada & mantida @otencial
de 100 V. Suponha que a bolha possa ser modelada por uma sts@@aale raio igual acm.

(a) Calcule a carga eletrostatica da bolha de sabao.

(b) Suponha agora que a bolha colapse e que o0 seu novo raigs&jal mm. Calcule a
variacao da energia eletrostatica.

pd z - ~ ~ —_ C2
Para calculos numéricos usex 3, 14, e¢y ~ 8,85 x 10712 NhE:

SoLUGAO 5. 1:

(a) O potencial na superficie da bolha & dado por:

__9
drey R’
logo,

Q = 4mey VR.
Substituindo os valores vem que:

2

N - m?

Q =4x3,14x8,85 x 10712 x1,00 x 102V x1,00 x 102m=1,1x 10" C.

68
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(b) A energia eletrostatica de uma casca esférica deftainiformemente carregada & dada
por:

1 1 Q
U_§QV_§47TEO R

A variacao da energia eletrostatica da bolha & entao:

1 Q? 1 1
ANU=U,,— U ..=— ——
el meal T g 4meq (r R)

Substituindo os valores pertinentes:

AU = 5,00 x 107% C.

Como aAU > 0, a energia eletrostatica aumenta.

PROBLEMA 5.2 Calcule a energia eletrostatica de uma bola de carga omgfoente car-
regada de raid? e carga total). Sugesio: lembre-se que para uma distribuicao localizada
de carga, o potencial eletrostatico pode ser interpratadm o trabalho realizado por unidade
de carga trazida do infinito até a sua posicao atual. Cemem uma bola de carga de raio
r. Para acrescentar uma camada esférica adicional de #@rgabola, o trabalho realizado é
dW = V(r)dQ. Dagui em diante & com voce.

dQ

SoLUCAO 5. 2:
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v = vrdo = 2 g0
dmegr
Mas o ,
%y 3 _ 0l
Q) = 7y W = Qg
logo,
dQ = 3% r?dr.
Segue que
QL Q?
W= o = 3
ou ainda
Q2 i 3 QQ
_ 4 _ =
V=3 /T &= 5 IreoRt
0
Capacitores

PROBLEMA 5.3 A figura ao lado mostra dois capacito-
res, 1 e 2, ligados em série e conectados a uma fonte de
voltagem constante. A figura mostra também os valores do
potencial nos pontos e b assim como os valores; e Cy

das capacitancias dos capacitores

(a) Calcule emu C a carga elétrica armazenada em cada
um dos capacitores.

(b) Calcule o potencial do pontoem relacao ao ponto

(c) Calcule a carga armazenada pelo capacitor equivalente.
Relacione o resultado com o obtido no item (a).

4dr,

1

70

10V
Cl = 4ILLF
CQ = QILLF
oV
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SOLUGAO 5. 3:

(a) DefinindoC' = 2 uF, temos:

Vac + ‘/;b = Vab

Como capacitores em série adquirem a mesma carga

Q =2 C‘/ac
e
Q=CVy
segue que:
Q Q@
4+ 2=V
2c T
ou ainda:
Q= 2CVa _ 20
-3 3
em cada capacitor!
(b)
Va
‘/c:va_vac:va_?b
Substituindo os valores pertinentes obtemos:
20
Voe=—V
3

(c) O calculo da capacitancia equivalente & imediato:

4
Ceq == g IMC
Segue que:
Q/ - C(eq‘/ab
ou 50
Q=0Q= gﬂc

como deve ser.

71
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PROBLEMA 5.4 Considere um capacitor de placas para-
lelas quadradas de ladseparadas por uma distandiaO
capacitor é carregado até que a diferenca de potendial e
as placas atinja o valdry. A seguir ele & desconectado d
fonte externa e um condutor na forma de uma placa meta
de espessurae area igual a area do capacitor € introduzic
entre as suas placas, veja a figura ao lado. Despreze os bi d
tos de borda, o que é razoavel se a condicas d, b for
satisfeita.

(a) Calcule a variagao da energia eletrostatica dorseste
depois da introducao da lamina metéalica em fungao
b, d, Vy e Cy, ondeCy = ¢y (?/d..

(b) A energia eletrostatica aumentou ou diminuiu? Justifi-
gue a sua resposta.

SOLUGAO 5. 4:

(a) Observando que o campo elétrico de um capacitor idgalbdas paralelas & uniforme:

E2
Uy = pupAd = 502 Ad
€0E2
Segue que
o_d=b_, b

U —d
Segue que

b

AU=U,—-Uy= (1_8) Up—Uy=—=Up

Mas
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I = T 7
2 Ad = 2d2€d_ 2d

1
U(] 622500‘/02

Portanto:

b (1
AU(): _E (500‘/02)

(b) A energiadiminui, pois uma parte do campo correspondente ao volddesapareceu
com a introducao do condutor.

Solucao alternativaeste problema pode ser feito de outro modo. Podemos cakukiacao
da energia eletrostéatica por meio da equacao:

1 1
Uf - U() — §Cqu2 - 500‘/02

Mas isto implica em calcular a capacitancia equivalentenevm potencial’. A capacitancia
do sistema depois da introducao da placa entre o capacigimnal é:

L1
Ceq B Cl CQ
onde
62
Cl = &0—
T
e £2
Ly )

ja que nao sabemos distancia da placa introduzida aasptio capacitor. Efetuando o calculo
da capacitancia equivalente obtemos:

€2
d—1>b

Ceq = &
Agora calculamo$’:

V=Fx+ FE|d— (x+Db)]

Mas note que o campo elétrico & uniforme, i.e.: ndo depeiodonto e vale:

=22
d
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Logo:

Assim, a energia eletrostatica final:

Segue que:

PROBLEMA 5.5 Considere duas esferas condutoras de ra®s coma # b. A distancia
entre os centros da esferag® Suponha qued > a,b e despreze os efeitos da inducao
eletrostatica. Mostre que a capacitancia dessa confgom@dada por:

1 /1 1 2\!
C= Tre (a*z‘a) -

SOLUGAO 5. 5:

A capacitancia & dada por:

q
=W
O potencial total da esfera condutora de faoa superposicao do potencial gerado pela propria
esfera com o potencial gerado pela esfera deaagste Ultimo potencial pode ser calculado
com o teorema do valor médio. Portanto, supondo a esferaialé com carga—¢q, podemos

escrever:

q q
4 = —= 4+ =
meg Vi b+d

Da mesma forma, para a esfera de ragscrevemos:

4meg V, =

R
SHES
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Logo,

q q
22
b d
Substituindo este resultado na definicao de capacéanci

1 /1 1 2\*!
“= e (ﬁra)

dreq (V, — V) = % +

PROBLEMA 5.6 Um capacitor ideal de placas paralelas circulares delkaeparadas por
uma distancial, > R & conectado a uma bateria e carregado até que a difererptehcial
entre as suas placas seja igudl’'a O capacitor € entao desconectado da bateria e mantido
eletricamente isolado. Em seguida um agente externo aaraesgparacao entre as suas placas
para uma distancid .

(a) O campo elétrico entre as placas do capacitor aumerdaonui? A energia eletrostatica
armazenada aumenta ou dimimdiwstifique as suas respostas.

(b) Calcule a variacao da energia eletrostatica arnageem funcao d&, dy, d; e V.

SOLUGAO 5. 6:

(a) A energia armazenada no capacitor é:

. . 1
U = densidade de energiavolume entre as placas 3 eoB? TR%d.

Como o campo entre as placas de um capacitor ideal & unif@rerergia armazenada
aumenta porque o volume entre as placas aumenta.

(b) A energia do estado inicial é:

UO:_CO‘/Ov

e a do estado final é:
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1
U1 = 5 Cl‘/lz.

Como o campo € uniforme, podemos escrever:

Yo _ W

dy d4
Por outro lado:

Co_du

C,  dy

Portanto:

dy eom B2V
2dy

PROBLEMA 5.7 Um capacitor de placas paralelas quadradas de/ladeeparacad entre
elas & conectado a uma fonte de voltaggmSuponh& > d e despreze os efeitos de borda.

(a) Determine a energia eletrostatica armazenada noitapac

(b) Ainda conectadas a fonte de voltagem, as placas do itapa@ao gradualmente aproxi-
madas uma da outra até que a distancia entre elas passer d/%al Calcule a energiia
eletrostatica armazenada nessa nova configuracao.

(c) Calcule a variacao de energia eletrostatica. A eaeaigtrostatica aumenta ou diminnui?
Em qualquer caso explique a razao.

(d) Ainda na configuracao do item (b), a fonte de voltagetesconectada e as placas do capa-
citor sao lentamente aproximadas e repostas na configumaigial do item (a). Calcule a
variacao da energia eletrostatica armazenada. A enelgfirostatica aumenta ou diminui?
Explique.

SOLUCAO 5. 7:
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(a) A energia eletrostatica armazenada entre as placasdmpacitor pode ser calculada a
partir da equagao:
1
U=-CV?
2

gue & a mais conveniente porque a voltagem aqui € mantiddiscde. Para o capacitor de
placas paralelas em questao:

62
C=Cy= 6057
Portanto,
1 2
U() = 5 EOE %2.

(b) Como a voltagem & mantida constante e a capacitancia &g

€2

Cl == €0d—/3

= 3007
vemos que
1 3
U1 - 501 ‘/02 - 500 %2 - 3U0

(c)
AU:Ul—U0:2U0>0,

logo, energia eletrostatica aumenta. A razao é :

Vo
Eo|| = —
o]l =
Vo
E|| =—
logo,
1B = 3 [|Eoll

Como a distancia entre as placas fica dividida por 3, o volconespondente também fica
dividido por 3,
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(d)

1
Vo — Vo/3 = §€2d.

Por outro lado, a densidade de energia & proporcional atrag@ada intensidade do campo,

€
Up = §0||E0||2,

isto siginifca que ao final das contas a diminui¢cao do va@mais que compensada pelo
aumento da densidade de energia ja que

960 2
— || Eo||”.
N

isto &, a nova densidade & 9 vezes a densidade inicial. UDa@s final & o fator 3, pois
como o campo elétrico em qualquer dessas configurag@i@goeme, a energia eletrostatica
é a densidade vezes o volume.

€
up = §0||E1||2 =

Ao desconectarmos a fonte de voltagem e afastarmos easplana da outra, a diferenca
de potencial entre elas nao sera mais constante, mas amanoifioladas, a cargeperma-
necera inalterada! Nesse caso, convém calcular a eradeggiastatica armazenada com a
equacao:

N =
al

Comog = C'V, temos inicialmente

g=q =C Vo =3C,W,

ondeq, € a carga do capacitor ao ser desconectado. A energiastieita que fica entre as
placas do capacitor apos a restauracao da configufiaghsera:

AU:UQ_U0:9U0>0.
No processo completo, a energia eletrostatica aumentu@ar agente externo que pri-
meiro aumenta a separacao entre as placas e depois asrepei& que recomponham a
configuracao inicial e a fonte de voltagem realizam umattad liquido positivo. Lembre-
se que ha corrente em quanto as placas sao movimentadasdwa voltagem constante.
Somente depois de desconectada a fonte deixa de realizalhtva



Capitulo 6

Movimento de particulas carregadas em
campo ektrico prescrito

PROBLEMA 6.1 Em um acelerador eletrostatico, um proton & aceleradaipa diferenca
de potencial; = 2 MV (dois megavolts=dois milhdes de volts). Para defletir@tgn, duas
placas encurvadas sao postas no seu caminho, como mogtresa A separacao entre as placas
éd = 1cm e a diferenga de potencial entre €lgs.. = 20.000 V. Suponha o que o campo
elétrico entre as placas seja uniforme Calcule o raio médio de curvatura R das placas. A
aproximacao de campo uniforme é razoaurlI8tifique a sua resposta.

1 }
1 7

20 MV

79
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SOLUGAO 6. 1:

Para que o proton descreva um movimento circular (unifpremére as placas defletoras
devemos ter:

2
muv
F=—"
R
ondeF = eF. Supondo o campo elétrico entre as placas defletoras m@ftemos:
Vp
E=—
d
Por outro lado: )
Segue que:
Vp 5 Vo
e— = 2€e —
d R
ou "
R=d-2
Vp
Substituindo os dados do problema obtemtos 2 m. ComoR > d, a aproximac¢ao de campo
uniforme é razoavel. [ ]

PROBLEMA 6.2 Uma goticula de agua de
massan e cargaNe, onde/N & um inteiro po-
sitivo e e € a carga do elétron, cai sob a acao
de um campo gravitacional uniforngeentre as
placas de um capacitor de placas paralelas de
areal x ( e cargay. A altura inicial da goticula

é (/2 e ela cai a partir do repouso. Obtenha a
trajetoria descrita pela goticula entre as placas
do capacitorDespreze os efeitos de borda.

TNe,m

()2

J

[444444444444444444+]
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SOLUGAO 6. 2:

A goticula esta sujeita a uma forca vertical (seu peso!):

F, = —mg,

e a uma forca eletrostatica horizontal:

Fx - quv
ondeF, & dado por:
g7 _ Y
€0 €0 2
Segue que,
1,
t) == — = gt*.
) =5-59
Como
g o 4@
Tm mel?’
temos
_ l 2 qQ

x(t) = t2

2% T e 2

Eliminandot?, obtemos a equacao da trajetoria da particula entriaeag

(z) _{_ mgeof2x
Y 2 qQ

81

Portanto, a trajetoria entre as placas € retilinea, feoms uma equacao linear da forma=

ax + b, que representa a equacao da reta.
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PROBLEMA 6.3 Considere um positron de carga e massan, e um proton de cargae e
massan,,, inicialmente em repouso e separados por uma distdnci@ja a figura. Calcule as
velocidadeg’, e v, do positron e do proton, respectivamente, quando andist&ntre eles for
infinitamente grande.

positron proton

[ D o

SoLUCAO 6. 3:

A conservagao de energia permite escrever:

R 9o
e? me U2

Ateg D 2 2
e a conservacao do momentum linear:

Me U + My, U, = 0.

Segue que:
. 2e? 1
Ve = 9
dmeg Dme | 1 4 Me
mp
e
L me 2 e2 1
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PROBLEMA 6.4 Considere um elétron de
massan e carga—e que descrve uma Orbita cir-
cular em torno de uma distribuicao filiforme de
carga com uma densidede linear uniformed
plano da orbita & perpendicular a distribuicao.
Calcule a magnitude da velocidade orbital do
elétron nos casos seguintes:

20

(a) A distribuicao se estende dex até+oo;

(b) A distribuicao é finita e de comprimento
igual a2/¢. Nesse caso, suponha que o
plano que contém a orbita do elétron divide
a distribuicao em duas partes iguais. Tome
o limite / — oo e compare o seu resultado
com o resultado anterior.

SOLUCAO 6. 4: [ |

PROBLEMA 6.5 Uma carga puntiforme de valgre massan € forcada a mover-se ao longo
do eixo cartesiang > 0 sob a agdo do seu peso e de uma for¢ca coulombiana gerada pel
interacdo com uma carga puntiforgede mesmo sinal, fixa na origem.

(a) Calcule a altura de equilibrio da carga

(b) Suponha que a cargasofra um pequeno deslocamento a partir do equiibrio. Galzu
perido das oscilacdes subseqientes.
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i

SOLUCAO 6. 5:

(&) A equacao de movimento se escreve:

!/

_
4meq 1>

No equilibrio temosnjj = 0, logo, a repulsao coulombiana deve igualr-se a atrgcawa-
tacional,

my mg.

/

@ __,.
4eq 12 ’

segue entao que:

/

aq

Yoa = Adegmg

(b) Para examinar o movimento entorno da posi¢ao delbgoiéscrevemosy = y., + Jy, €
substituimos na equacao de movimento obtendo, apbsamanjo simples:

/ 5 -2
m oy 1 (1 + _y) —mg.

B 477-60 ye2q Yeq

Como, por hipotesey /y., < 1, podemos escrever:

Sy\ 2 )
(1 + _y) ~1-— Y ,
Yeq 2Yeq
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Segue que,

q
dmen ya,

moy ~ =

onde usamos a approximagdo+ z)" =~ 1+nx e a condi¢ao de equilibrio do item anterior.
Para concluir, rescrevemos a equa¢ao de movimentoaaseha forma:

§ij + w? oy = 0,
onde )
2 qq

w = 473

TEQY MYy

Segue que o periodo & dado por

4eq mays
T =2y | — 7 /yeq.
qq

PROBLEMA 6.6 Uma carga puntiforme de valgre massan & obrigada mover-se ao longo
do eixox. Uma segunda carga puntiforme de valor iguat@ & mantida a uma distancia
perpendiculaD fixa do eixoz.

(a) Escreva a equacao de movimento para a garga

(b) Calcule o perido de pequenas oscilagdes em tornosigguwode equilibrio da carga

SOLUGAO 6. 6:
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(a) Como o movimento acontece somente ao longo do:git@mos que escrever a componente
x da forga de atracao coulombiana entre as duas cargafopuwats. Da Figur&?, vemos
que,

/

qq x
Fp=— =,
dmegr? 1
onder é a distancia entree ¢':
r=+vD?+ 22,
Portanto,
qq' x

F=- .
Arey (D? + 22)*?

A equacao de movimento se escreve:

. qq’ x
mxr = — .
drey (D? 4 22)?
(b) Comoz? <« D?,
. qq'x
mi=———
dreq D3’
ou ainda
i 4w’ =0,
onde )
2 qq'z
dmegmD3
Segue entao que
dmeg mD?3
T =2m T -
q9q



Capitulo 7

Problemas adicionais

O dipolo elétrico

PROBLEMA 7.1 O campo ettrico de um dipolo @trico Considere duas cargas puntiformes
de mesmo valog, porém de sinais opostos. Seja vetor que une-q agq, r, 0 vetor que une

a carga positiva ao ponto de observagae _, o vetor que une-g a0 mesmo ponto eo vetor
gue une o ponto median® da reta suporte deao pontoP. Veja a figura abaixo. Um arranjo
de cargas estaticas deste tipo & denomimtiglalo eEtrico. Determine o campo elétrico dessa
configuracao no ponto de observagaoujo endereco € dado pelo veigmas com a condi¢ao
de que a separacao entre as cargas seja muito menor do wt@neid da origem ao ponto de
observagao, isto & < r ondes = ||s|| er = ||r||.

87
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SoLugAO 7.1:

De acordo com o princicipio da superposi¢cao, o campoi@éem P se escreve:
E=E.,+E_,

ou fazendo uso de lei de Coulomb:

g T q r_
Ep) =4 v 4T
() dmeg rd  Amegr?

Da geometria mostrada na Figlddavemos que podemos escrever as relacdes vetoriais:

S
r+:r—§,

+s
r-=r+—.
2

Isto nos permitira eliminar, e r_ em favor der (lembre-se que & um vetor fixo). De fato,
eliminandor, er_ obtemos

q

B (I') - 471'60

r—s/2 r—+s/2 ]
)3/2

(7“2 + % — rscos@)3/2 - (7‘2 + % +rscosf

Este resultado representa o campo elétricoferde modo exato. Por hipbtese o ponto de
observacao esta muito distante do dipolo elétricoyeonetéo rescrever a relagao acima de um
modo que a deixe pronta para efetuarmos uma expansao hinamiariavel adimensionafr:

E(r) =" [ r—s/2 N r+s/2 ]
dmeg r3(1+ij—z—§cose)3/z r3(1+ii—§+§0059)3/z

A expansao binomial & dada por:

-1 -1 —2
(1+u)p:1+%u+p(p2' )u2+p(p 3)‘(;0 )u2+---,

ondep & um nimero inteiro ou fracionario, positivo ou negatisto é:p € {+1/2, +1, £3/2,+2,...}.
No caso, desprezaremos o termo quadratice #mo denominador e faremos as identificagdes:

s
u = —cos,
r

ILembre-se que s€ = A + B & a soma ou diferenca dos vetorkse B, entdo o modulo ou norma dessa
soma ou diferenca & dada pprA? + B2 &+ 2AB cos (A, B).
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ep = —3/2. Mantendo apenas os dois primeiros termos da expansamigiitemos,
—3/2 3
(1:|:§COS¢9> ~ (1:&—5005(9).
T 2r
Segue entao, apbs algumas simplificacdes imediatas, qu

3s cosbt S
Edip (I‘) ~ q ( - _) .

47eq 73 73

Podemos rescrever este resultado de modo mais compactoogkirirmos anomento de di-
polo ektrico p que & definido por:

P := gs.
Observe que de acordo com a definigao- 0. O momento de dipolo & medido no S.I. em

unidades de coulomb vezes metro,1@.
Comoscosf = s - 1, & facil ver que o campo do dipolo elétrico pode ser poattborma:

11
" Awegr3
Observe que o campo do dipolo elétrico cai em intensidasteccioverso do cubo da distancia e
nao com o inverso do quadrado como no caso da carga purgif@rmampo de dipolo elétrico
na forma dada acima é independente da escolha de um sistetnardenadas particular desde
gue o dipolop se encontre na origem. [ |

A\ A

3(p-%)f—p|.

Eqp (1)

PROBLEMA 7.2 Mostre que, em coordenadas polares, se colocarmos um digdlico na
origem e fizermos o seu momento de dipplapontar no sentido positivo do eixp entao o
campo elétrico do dipolo se escreve:

1
=L — (2cosfé, +sinf &)
ey 13

Eqp (1)

onded & o angulo entre e o vetorr = r &, que da a posi¢cao do ponto de observacao em relacao
a origem.g, e éy sao vetores unitarios associados as coordenadasqolaje a figura.
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SOLUCAO 7. 2:

Para obter o resultado pedido escreva primeiro:
B, (r) = drey —[3 (peost) 8, — p]
T
Agora expresse 0 vetor unitarkacomo combinacao linear dg e &y, isto é:
Z=c16 + &y
A seguir mostre que; = cosf e c; = — sin 6, portanto:
Z = cos 0&, — sin &y

Agora complete o calculo e obtenha o resultado pedido. [ |

PROBLEMA 7.3 Considere um campo elétrico uniforme no espaco e comstamtempo
E,. Suponha que um dipolo elétrico idgakeja introduzido no campo. Suponha ainda que o
dipolo fique alinhado paralelamente ao campo elétricaahiMostre que o dipolo & envolvido
por uma superficie equipotencial esférica de raio:

1/3
r = P
471'60 EO '
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ondep = ||p|| e Ey = ||Eo].

SOLUGAO 7. 3:

O potencial de um dipolo se escreve:

o p- ér
dmey 12’
e o potencial de um campo uniforme se escreve:

‘/::ﬁpolo(r)

‘/::ampo. uni(r) - _EO o Cv
ondeC & uma constante. Pelo principio da superposicao:

V(T) = ‘/dipolo(,r) + ‘/campo. uni(r)y
ou ainda:
b ér
 Adrweg 12
Supond e E, paralelos e apontando no sentido positivo do eixep na origem temos:

V(’f’) —E0~r—|—C.

__pcost

V(r) — Ey cos § + C,

dey 12

onded & o angulo polar, i.e.: o0 angulo entre o0 vetor de posicd® eixoz. Segue que:

P
Vir)= (47‘(‘60 i Ey 7“) cos 0 + C.

Para que a superficie equipotencial que queremos det@rseja esférica, o potencial total nao
pode depender do angulo Portanto,

b
ey r2

1/3
r = L
<47T60 E()) ‘

—EQT’:O,

ou:
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PROBLEMA 7.4 A molécula de agua, #D, & pode ser vista como uma distribuicao ele-
trostatica de carga com carga tofainula, mas momento de dipolo elétripg, ., diferente de
zero. Suponha que os atomos da molécula estejam contidosesmo plano. Suponha também
0 atomo de oxigénio na origem de um sistema de coordenadasianas. Um dos atomos de
hidrogénio tem coordenadas = 0,077nm, y; = 0,057 nm. O outro atomo de hidrogénio
tem coordenadas, = —0,077nm ey, = y;. Calcule 0 momento de dipolo elétrigq, , da
molécula de agua. Calcule também o angulo entre os sggmeée reta que unem o oxigénio a
cada um dos dois hidrogénios.

Y1 = Y2

T2 xy

SOLUCAO 7. 4:

Sejamd o angulo entre o segmento de reta que une a origem ao pontorteoadasr, 1),
p a intensidade do dipolo formado pelo atomo de oxigénio edamatomos de hidrogénio, e
e=1,6 x 107% C, a carga fundamental. Entao, em modulo:

Do = 2pSend = 2e /a2 +y%% =2ey.
VT T YL
Substituindo os valores dados obtemos,

Pro ~ 5,56 D,
ondel D=1 debye~ 3,36 x 1073° C-m. Vetorialmente,

szo — 5, 56 y
O angulod definido acima vale:
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58
f=tan" 1| — ) ~ 37°.
on (77)

Portanto, o angulo entre os segmentos de reta que unem @naxiga origem a cada um dos
idrogénios vale 80° — 2 x 37° ~ 106°. [ |

PROBLEMA 7.5 Considere duas moléculas polares, separadas por uraaaigsfixar. De-
note uma das moléculas pdre a outra poi3, e suponha os momentos de dipolo respectivos
como ideais, i.e.: puntiformes, veja a figura.

B

N

Mostre que a energia de interacao entre a molédwaa molécula3, de momentos de dipolo
P4 €ps, respectivamente, &€ dada por:

1 (pa-r) (P5-T)

Uap = ps—3
AB Ireg 19 PaA - PB 2

SOLUGAO 7.5:

A energia de interacao & dada por:

Uap = —pa - Ep,

ondeEg & o campo elétrico criado pelo dipol® na posicao do dipolo A. Esta expressao &
simplesmente a energia de um dipolo em campo externo adagabteproblema em questao. O
campo elétrico de um dipolo ideal por sua vez & dado por:
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B 1
 Aweg 13
Substituindo esta expressao (com os indices apropjiadosnergia de interacao obtemos o
resultado pedido. Note que poderiamos ter comecado com:

E [3(pér)ér_p]

Upa = —pp - E4,
mas chegariamos ao mesmo resultado, ou &gjg:= Ug, [ |

PROBLEMA 7.6 Considere uma carga puntiformpecolocada no pontd de coordenadas
(0,0, s). Mostre que o campo elétrico gerado por essa carga nuro pdoitrario P’ de coor-
denadasz, y, z) &€ dada por:

E(r) = Euu(r)+ Eqg(r)

q . 1 1

= T _3 ‘Ar Ar_ 5
47eg 7"28 +47r607"3[ (p-&)& —pl

onder € a distancia a origemeé o momento de dipolo elétrico da carga puntiforme em &elac
a origem.

SOLUGAO 7.6: u

Problemas adicionais

PROBLEMA 7.7 Validade da lei de Gauss Suponha que o potencial de uma carga punti-
forme de valok seja dado por:

q e—a/f'
Vir) =
(r) dregr’

onder & a distancia radial entre o ponto de observacao e a pargdorme ex € uma constante
real e positiva.

() Quais sao as dimensoesd®
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(b) Determine o campo elétridd associado com esse potencial.

(c) Discuta a validade da lei de Gauss para o campo elétnievgcé obteve a partir do poten-
cial dado.

(d) O campo elétrico obtido & conservativo?

SOLUGAO 7.7:

(&) Como o argumento da fungao exponencial deve ser adior&l, a constante deve ter
dimensdes de inverso de comprimento.

(b) O campo elétrico &€ dado por:

E=-VV(r).
Com a representacao para o gradiente em coordendas@si@temos:

q
E =
4d7ey 12

(ar+1)e e,

(c) Considere uma superficie esférica de rdioo centro da qual esta a carga puntiforme. A
lei de Gauss aplicada ao resultado anterior nos da:

fE-ﬁda:/ E(R)-& R2dQ =2 (aR+1)e k.
Q €0

Vemos que o fluxo através da superficie esferica depemdaial da mesma. Logo, a lei de
Gauss nao se aplica ao campo da carga puntiforme. Poderagsmanque em situacdes
mais complexas, o fluxo através de superficies fechadéséaaias dependa da geometria
dessas superficies.

(d) Como o campo pode ser obtido a partir do gradiente de ung@éuescalar, podemos afir-
mar de imediato que este campo € conservativo. Ou ainday 8om E = 0, como pode
ser facilmente verificado, segue que este campo elétgongervativo.

PROBLEMA 7.8 Em um modelo classico mais sofisticado no que diz respelistabuicao
da carga elétrica, um atomo de hidrogénio pode ser ceraid como formado por uma carga
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puntiforme positivat-e, 0 préton, e uma nuvem eletronica esfericamente siozétiescrita pela
densidade de carga elétrica:

o € —2r/ag
- ) € 07 )
pe(r) s r € (0,00)

onder € a distancia radial ao nlcleo que vamos supor fixo. A eost, € o raio de Bohr e
seu valor € igual 8,53 x 10719m.

(a) Mostre que o atomo de hidrogénio é eletricamenteraeut

(b) O campo elétrico efetiv..,,, do atomo & dado pela superposi¢cao do campo elétrico do
préton com o campo elétrico da nuvem eletrdnica. Deteericampo elétrico efetivo em
um ponto arbitrario do espaco.

(c) Mostre que no limite — 0, o campo efetivo tende ao campo do préton.

(d) Mostre que no limite — oo, 0 campo efetivo tende a zero.

SoLUCAO 7. 8:

(a) A cargag,...»associada com a nuvem eletrdnica & dada por:

Qoo = / pd’r

e

o0
= —— e /%0 42y

may Jo
de [

= —— e /a0 2y,
ap Jo

A integral pode ser calculada com o auxilio de uma tabelatdgiais:

[oe)
P = —
0 ant

ondea > 0 en & um inteiro positivo. No nosso caso= 2 e« = 2/ay, logo:

Gruvem = — -3 3
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(b)

(©)

A carga do proton &,.., = +¢, l0go, a carga total do atomo é:

Qpr()ton+nuvem =e€ + (_6) = 07
isto &: o atomo de hidrogénio é eletricamente neutro!

Como o problema apresenta simetria esférica, o candtricel da nuvem eletrbnica é radial
e a componente radial do campo em um ponto arbitr8raip espaco pode ser calculada
com a lei de Gauss:

q(r)

Enuvem(r) - 47T€0 T2

1 " e /
= — —— e 2"/ gy 2y’
dmeg 12 ) Tag

e "
_ !
= ———3 3 e 2r'fa0 .2yt
meoag e Jo

A integral pode ser efetuado com a formula:

e 2 2
/xzea:”dx:— <x2——x—|——2).
« a o«

Efetuando a integral obtemos:

(& a2 CL2
Enuvem = 5 95 5 e—ZT/aQ 2 + + 9 -0 .
(r) 2megal 12 [ (T or T 2

O campo elétrico efetivo em um ponktbé a combinacao linear do campo do proton com o
campo da nuvem eletronica:

Eefetivo - Eprﬁton + Enuvema

ou,
2 2
€ (& Q Q,
Eeenol) = &, + e /o (12 4agr+ 2 ) — 2] &,
(1) dreg r2 " 2megad r? 0 2 2|7
No limite em quer — oo, 0 campo da nuvem eletronica tende ao campo de uma carga

negativa puntiforme:
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&

N

e?”?

Enuvem ~

—47T€0 r2
gue anula o campo do proton de modo que nesse limite:
Eefetivo(r> ~ 0

(d) No limite » — 0, o campo da nuvem tende a zero e ficamos com somente 0 campo do
préton, logo:

e
4drey 72

~

Eefelivo<,r) e?" .

PROBLEMA 7.9 Considere uma casca esférica condutora de Raisolada e (uniforme-
mente) carregada com uma catgdivida a casca em dois hemisférios, o hemisfério norte e o
hemisfério sul.

(a) Calcule a forca que o hemisfério sul exerce sobre o ¢fénw norte.Sugeséo: lembre-se
que a pressao eletrostatica sobre uma superficie codeitdada Pop.crosaica = 02/ (2€0),
ondeo € densidade superficial (local) de carga.

(b) Calcule a for¢ca que o hemisfério norte exerce sobrenugiério sul.

SOLUGAO 7.9:

(a) A forca sobre um elemento de carfjedo condutor & dada por:

2

N ag”
dF = Deletrostaticall da, = —1n da,
260

onden €& o vetor normal (exterior) ao elemento de alese ¢ € a densidade superficial
local de carga. Para uma casca esférica condutora isomladsgeilibrio eletrsotaticor

e uniforme. Por simetria, a forca eletrostatica resuétasobre o hemisféerio norte deve
ter a direcao do eixe e apontar para positivo. Portanto, temos que calcular apenas a
componentd’, dessa forg¢a, logo:
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d

.
[
I

F-n= Peletrostaticall * Zda.

Comon = é,, temos:i - z = é, - Z = cos #, ondef & o angulo polar. Portanto:

o2
FZ:/dFZ:—//cosﬁda.
260

O elemento de are&: em coordenadas esféricas pode ser escrito ¢cmo R? serd df d¢,
ondeg¢ & o angulo azimutal. Para o hemisfério noftes ¢ < 27, e0 < 7/2, logo:

2 P2 2m /2
Joa / d¢/ cos 0 serd dé.
0 0

260

Efetuando a integracao sobre o angulo azimutal e fazamdedanca de variavel= cos 6
na integral sobre o angulo polar temos:

2 P2 1
F, = o It 27T/ xdx.
260 0

Efetuando a Gltima integracao e lembrando que:

o = L
AT R?’
obtemos finalmente:

(q/2)?

1
F—-
2 4meg R2

Z.

(b) De acordo com o principio de a¢ao e reagao:

(4/2) .
47T€0R2 .

,_

1
2
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da

PROBLEMA 7.10 Validade da lei de GaussQonsidere uma distribuicdo de carga continua
e uniforme que preenche todo o espaco sem restri¢coes.

(a) Quanto vale o campo elétrico em um ponto qualquer dess#dicao? Nao faca contas,
pense na simetria!

(b) Se considerarmos uma superficie fechada qualquersgtéao valor do fluxo do campo
elétrico através dessa superficie? Que se pode afirrbee sovalidade da lei de Gauss?
Uma solucao € afirmar que a lei de Gauss nao se aplica apagemfinito.

SoLugAo 7. 10:

(@) Por simetria, o campo elétrico em qualquer ponto dogesgave ser zero.

(b) Pelalei de Gauss, o fluxo do campo elétrico deve ser @oatga encerrada pela superficie
gaussiana, o que significa que o campo nao é nulo em todamtssplo espaco, isto esta
em descordo com o resultado anterior.
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PROBLEMA 7.11 O modelo do pudim de ameixas de Thomshin. modelo de Thomson
do atomo, o modelo do pudim de ameixas, os elétrons (asxag)esao cargas puntiformes
imersas em uma distribuicao continua, uniforme e esferente simétrica de carga positiva (0
pudim). A carga de cada ameixa vale e a carga total da distribuicao continua vale onde

e =+1,6 x 107 C &€ oquantumde carga elétrica & > 0 & o nuUmero atdbmico do atomo.
Vamos aplicar o modelo ao atomo mais complexo depois dmcitte hidrogénio, o atomo
de hélio,Z = 2. Suponha que os elétrons localizam-se sempre simetnitarsen relacao a
origem, como mostra a figura abaixo. O raio da distribuigao

ry

0

rs

() Mostre que a equacao de movimento do elétron 1 sevescre

d2 Ir o 62 (I'l — I'Q) 62

A2 Ame |1 — 1ol 2mepd® o

onder(ry) & o vetor posicao do elétron 1(2) em relacao ao cgygomeétrico da configuracao,
em,. € amassa do elétron.

(b) Mostre agora que a equacao de movimento do elétrore8cseve:

d21'2 o 62 (I'l — 1'2) 62
Cdt? dmey |ry — 1ol 2mepad

rs,

(c) Suponhamos que os elétrons girem em torno do centro dsana configuracao (que
coincide, por simetria, com 0 seu centro geomeétrico). Rmdetransformar o problema
em tela em um problema equivalente, a saber: o de uma partieunassa reduzida, /2
movendo-se em um campo de forcas central. Com esta finaliorbduza o vetor posicao
relativa:
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r =TI —TI9,

e o0 vetor de posicao do centro de massa de um sistema de altigsilps em relacao ao
centro geométrico da configuracao:

mqIy + mqTo
rC.M. - -
my + mo
A seguir mostre que no caso em tela= —r,, e logo:r; = r/2.

(d) Agora mostre que as equacOes de movimento dos iteres((@)sao equivalentes a uma

Unica equacao, a saber:
me d’r 1 2\ .
2 oar Y\ sd)

onder := [r||, e definimosy := €?/(47¢ ).

(e) Suponha que inicialmente que os elétrons fiquem fixos .eam posi¢cdes de equilibrio
estatico. Nesse caso mostre que:

a

5.

Tleq =
() Suponha agora os elétrons em o6rbita circular em tooweditro de massa, uma das solucoes
possiveis da equacao de movimento do item (d). Mostreaagee a posi¢cao de equilibrio

dinamico é dada por:
a mew?a) Y3
1 eq — o 1-— .
' 2 2a

(g) Suponha que o diaametro do atomo de hélio seja da aldefT ' m. Calcule a freqiiéncia
angular maxima de permitida. O que acontecera se sse lianitiitrapassado?

SoLUCAO 7. 11:

(a) Aforca sobre o elétron 1 &€ dada pela superposiggatide duas forcas. Uma é a repulsao
coulombiana devido ao elétron 2:
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62 (I'l — I'Q)

47'('60 HI‘l — I'QH?’7

a outra € a forca atrativa que a distribuicao continemee sobre o elétron 1:

—eE (I'l) s

ondeE (r;) & o campo elétrico da distribuicdo na posicao daefel. Pela lei de Gauss
sabemos que o campo elétrico dentro de uma distribuie@aidia uniforme & dado por:

pr
E(I‘) = 3_607

ondep € a densidade (uniforme) de carga. No caso,

2e B Je
3 _27'('&37

,0:4
—Ta

3
logo, a forca resultante sobre o elétron 1 é:

F (r,) = e*  (r;—ry) e

T dmey |r — P 2mepad e

2

Aplicando a segunda lei do movimento de Newton, forca tasté = massa aceleracao
obtemos o resultado pedido.

(b) Aplicando a terceira lei de Newton ao termo coulombianecenhecendo que a forca que
a distribuicao faz sobre o elétron 2-2E (r,), obtemos o resultado pedido.

(c) Como em relacao ao centro geométrico da distramuigy,, = 0 € comom; = my = m,,
segue imediatamente que= —r,, € logor; = r/2.

(d) Subtraindo as equacdes de movimento para os elairnagla outra:

d21'1 d21'1 62 (I'l — I'g) 62
Me =g~ Me "2 = 3 3
dt dt dmeg |lr1 — r2l]?  2mepa

(r; —ry).

Introduzindo o vetor posicao relativa e definindo= ¢2/(4re, ), obtemos

meer_ 1 2\ .
2 az -\ )
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onder := |r||eé, := (r; — ry) /|| (r; — rs)||. Lembrando que a massa reduzida é definida
por:

my Mo
poi=—,
mi -+ meo

e comom; = ms = m., VEMos que a massa reduzida do sistema=em, /2.

(e) No equilibrio estatico:

F (Tequil.) - 07
logo:

1 T

R

segue que = a. Como em module; = r/2, temos:

a

5

() A aceleracao radial em coordenadas plano-polaresia gdor:

(a8’
e "\ )

Como a Orbita & circular, =constante, logo,

71, equi. =

ayr = rw?,

onde por conveniéncia fizemas.= df/dt. Assim, para a Orbita circular temos:

Segue desta equacao que:

mew?ad\ ?
r:a<1_87) :
2

e comor = 2, temos finalmente que:

a mew?a —1/3
Tleq = 5 1-— 2% .




Capitulo 7 Problemas adicionais 105

(g) A fregiiéncia maxima & determinada pela condigao:

Tl,eq. = Q.

Combinando esta condi¢cao com o resultado do item anteitemos:

T«
W=/ )
4m, a3

PROBLEMA 7.12 Linhas de forca.Considere duas cargas puntiformes, uma de valor igual
aq = g colocada no pontd (a,0,0) e outra de valor igual a = +¢ colocada no ponto

P, (—a,0,0). Queremos determinar a equacgao que governas as linhaigdelésta configuracao.
Para isto proceda como indicado abaixo.

(a) Escreva as componentBs e £, do campo elétrico da configuracao.

(b) Agora introduza as transformacoes:

r+a T —a
u = ) e? /U = )
Yy Yy
€ mostre que:
qu qu
dmeg B, = )
v o) ()
e
dreo B, = d + d

v o) )

(c) Mostre que:

dy E, (1+0)*+(14u?)?

dr — Er o (1+02)%% & (1+u2)¥?
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(d) Mostre agora que usando as transformacgoes definidés)eemos:

dy  dv—du
dr  udv —vdu’
e, portanto, comparando este resultado com o obtido enef(ops:

do_y (L,
dv 1402
(e) Usando o método da separacao de variaveis paraganta equacao diferencial acima
obtemos:

u + v .
Vitu? V1402
ondeC' & uma constante arbitraria. Esta & a equacao que dateasilinhas de for¢a desta
configuracao de cargas estaticas. Comaafiwarede programas algébricos como por
exemplo, o MAPLE ou o Mathematica, & possivel tracarsestavas. Para isto devemos
atribuir valores a constante e pedir ao programa que resolva a equacao implicita.

Y

SOLUCAO 7. 12: [ |

PROBLEMA 7.13 Consideremos o campo elétrico gerado por duas cargadqruorgs de
mesmo valor e sinal, por exemplo, dois protons separadosmpa distanciak. Pelo principio
da superposicao, o campo elétrico resultante em um o espaco sera dado por

E =E; + E,,

ondeE; € o campo associado com uma das particulBis € o campo associado com a outra.
A energia eletrostatica armazenada no campo € dada por:

U:%O E . E&r.

No caso, teremos:

€0

UZE El'E1d3$+€§O/EQ'EQdSZE—FEO/El'EngZE.
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O primeiro termo representa a auto-energia da carga 1 e odeguauto-energia da carga 2.
A auto-energia € o trabalho necessario para criar a agahilo. Se supusermos as cargas
sem estrutura interna. i.e.: puntiformes, estas duasraitegao divergentes resultando em
auto-energias infinitas. Este & um resultado que assontbaia classica e a teoria moderna
(quantica) do eletromagnetismo. Na teoria classiceevans essas divergéncia para baixo do
tapete redefinindo o zero da energia e afirmando que o termurtampe o terceiro, ja que ele
representa a interagao entre as duas cargas. Se istodadee entdo devemos ter:

q
E, - E,d%z = .
60/ L e R

2

Agora & com voce.

(a) Mostre gue se supusermos as cargas 1 e 2 puntiformesoasrengias respectivas serao
infinitas!

(b) Agora o resultado principal: mostre que o termo que pTER a interacao entre as duas
cargas é igual ao resultado que obteriamos se utilizassa formula deduzida no livro-
texto para a energia eletrostatica de duas cargas punéfsepradas por uma distancia
fixa R:

2

aq g

Uy = = .
12 4meg ro 4meg R

SoLugAOo 7. 13: u

PROBLEMA 7.14 A dimensionalidade de um problema eletrostatico pode kvasultados
surprendentes. Eis um exemplo: considere um disco de:raisformemente carregado com
uma densidade superficial uniforme de cargaSuponha o disco contido no plamg com o
centro geométrico no pontd = (a,a). Suponha que se queira calcular o campo elétrico no
ponto P(a,2a). Um procedimento de céalculo & calcular o campo sobre utaacantida no
planoxy, paralela ao eixg, e que passa pelo centro geomeétrico, ive=: a,Vy > a, € depois
fazery = 2a. ParaSugeséo: divida o disco em faixas paralelas ao eixale largurady e
adapte o resultado obtido para o campo elétrico de umdastformemente carregado sobre a
mediana.
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SOoLUGAO 7. 14: u

PROBLEMA 7.15 Mostre que as superficies equipotenciais geradas psifidside compri-
mento infinito, uniformemente carregados com densidadesidg lineares iguais em magni-
tude mas de sinais algébricos diferenteg —\, separados por uma distancia igualcasao
superficies cilindricas circulareSugeséo: suponha os fios perpendiculares ao plare 0 e

0s pontos de intercepta,cao ¢ma, 0,0) e (a,0,0), veja a figura abaixo. Vocé deve obter uma
equacao da forma:

2
(. —25) + (y—w)” = R,
ondez ey, sao as coordenadas do centro geométrico de uma cirencfarde raidz contida
no planoz = 0. Faga um grafico cuidadoso mostrando algumas supergigpotencias.

Y

SoLugAo 7. 15:

Para um Unico fio de comprimento infinito, uniformementeegado com uma densidade linear
de carga\ o potencial & dado por:

Vir) = F)\eo In <T7O> ,

onder € a distancia perpendicular ao fiogé a distancia perpendicular ao potencial de re-
feréncia {/ = 0 parar = ry). No problema em questao, pelo principio da superposieimos:
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V() = Valr) + Vo) = 5o I (2) = 2 m(T_O)

2meq r 2meq r

Fazendo, = r,, e usando as propriedades dos logaritmos podemos escrever:

A r’

Da geometria da figura a seguir vemos que:
r=+/(z—a)+y?

r'=+/(z+a)+y>

Segue que:

0 =g ] e[

Para determinar as superficies equipotencias impomosda@igdolV = 1, = constante, que
aqui se escreve:

Vo.

I [(x+a) +y2} _ Ame
A

Podemos escrever ainda,
(v 4 a) + y?
(z —a) +y?
Efetuando a algebra segue que:

4Te
—e =K.

K+1
2_9 24 .20
x xra — +a +y =0

O passo seguinte € completar o quadrado perfeito. Como:
(z — x0)* = 2% — 2z + 22,

fazemos a identificacao:
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K+1\?
2 _ 2
Ty =a <7_ 1) .
Somando e subtraindg temos:

K+1 K +1\2 K +1)\2
R B

! K—1 Yor K- ’

ou ainda, efetuando e simplificando o lado direito:

{ <K+1ﬂ2+2 12 K
r —a - = .
K1 YT k)

Esta equacao pode ser interpretada como a equacao dgraarderéncia de raio:

cujo quadrado é:

ou

o 2@\/?7
K -1
com centro em:
K+1
T =a T y1 = 0.
Observando qu&™ > 0, vemos qué) < K < 1 paraly < 0el < K < oo paral > 0. Para

Vo=0,K=1.
Vejamos entao alguns limites importantes:

1. SeV, < 0, entaod < K < 1, isto significa quer; < 0, i.e.: o centro da circunferéncia
esta sobre o eixea < 0. No limite K — 0, o centro da circunferéncia localiza-se em
x1 = —a ey; = 0 e seu raiaR tende a zero.

2. Sely =0, K = 1, neste cas@; — oo € 0 raioRk tende ao infinito.

3. Sel; > 0, entdol < K < oo, isto significa quer; > 0, i.e.: 0 centro da circunferéncia
esta sobre o eixe > 0. No limite K — oo, 0 centro da circunferéncia localiza-se em
x1 = aey; = 0 e seuraidRk tende a zero.

A figura abaixo representa algumas superficies equipiatisn Elas foram construidas com os
dados da Tabela 7.
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N

S
"/

K |oi=(K+1)(/K-1) | R=2VK/(K - 1) |
0 -1.0 0

0.25 ~1.67 1.33

0.50 -3.0 2.83

0.75 ~7.0 6.93

1.00 00 00

1.50 5 4.9

2.00 3 2.83

3.00 2 1.73

00 1 0

Tabela 7.1: Valores utilizados para construir as supediequipotenciais da figura. Os valores
de K entre 0 e 1 correspondem as equipotenciais de valor megtti 0. Parak’ = 0,V = 0.
Os valores dé< maiores do que 1 correspondem as equipotenciais de \@divo, V' > 0.
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PROBLEMA 7.16 Um exemplo simples de expansem multipolos.Em eletrostatica, o
objetivo principal & calcular o campo elétrico. Com o cecimento do campo elétrico podemos
calcular varias quantidades fisicas importantes, pemgro, a energia armazenada por um
sistema eletrostatico. Para calcular o campo elétricdepms empregar a lei de Coulomb, a lei
de Gauss ou calcula-lo por meio do potencial eletrostakste Gltimo é talvez o mais indicado,
exceto nos casos em que o alto grau de simetria do sistemagoemuso simples e direto dalei
da Gauss. Ha varios modos, tanto analiticos como neogde calcular o potencial, 0 exemplo
a sequir ilustra o método da expansao em multipolos, nutitpara distribui¢cdes localizadas
de carga. O exemplo também mostra gaatralidade eletrica nao significa necessariamente
ausencia de intera@o eletroshtica, muito depende da geometria da distribuicao.

Considere um bastao fino de comprimefigue jaz sobre 0 eixe com uma extremidade
emz = —//2 e aoutraem = +¢/2. O bastdo esta carregado com uma densidade de carga
A(z) dada por:

=X, —l/2<2<0,

Az) = { +Xo, 0<z<+4/2.
Seu objetivo sera calcular o potencial elétrico em um@éharbitrario distante da distribuicao.
No contexto, “ distante "significar| > ¢, onder & o vetor de posi¢cao do ponfdem relagao
a origem, veja a figura. Como a distribuicao de carga oaupa regiao finita, localizada,
podemos colocar o zero do potencial eletrostatico no tofildma vez calculado o potencial
podemos calcular o campo elétriEo Onde necessario, sinta-se a vontade em utiiaéiwares
de calculo algébrico como 0 MAPLE, MATHEMATICA, DERIVE, ATHCAD, MAXIMA ?
etc. Se vo@ nao tem acesso a esses recursapis e papel sedio suficientes

(a) Primeiro a deducao de algumas formulas. Para calcufgotencial emP proceda da
seguinte forma: (i) divida o bastao em elementos de cargealte dq, (ii) calcule a
contribuicao de cada elemento ao potencial /2ra (iii) use o principio da superposi¢cao
para mostrar que o potencial &é dado por:

1 +Z/2 )\ d
V(P) = / (2)d= T
dmeg T J_o/2 22 z /2
(1+—2—2— cos@)
r r

onder = ||r|| e & o angulo polar, o angulo entres 0 eixoz, veja a Figura 1.
(b) Agora expanda o denominador no integrando em sérieylerTaa variavel:

22

u:=— —2-—cos b,
r r

2Softwaregratuito para Linux, equivalente ao MAPLE.
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até segunda ordem eme mantenha apenas os termos até segunda ordenvremmostre
gue o potencial gerado pelo bastao pode ser escrito coma omma

V(P) = vmonopolo_'_ ‘/:jipolo + ‘/quadrupo|0+ @) (1/7,4) ,
onde

1 +£/2
V(P)monopoloz R / )\(Z) dZ,

dmeo T J g/

cos 0 +/2
V(P) g0 = W /—4/2 2 A(2) dz,

1 29_1 +0/2
V(P)quadrupolo: (3 o3 ) / 22 )\(Z) dz.

dmeqy 13 2 02

O primeiro termo representa o potencial do bastao comodsegua carga estivesse con-
centrada na origem, este termo & o termo coulombiano ou depot e varia com/r. O
termo de monopolo nao depende das caracteristicas ¢gmané&la distribuicdo ja que ele
representa a contribuicdo de uma carga puntiforme. Onslegiermo & chamado potencial
de dipolo elétrico e representa o potencial de um dipolocamlo na origem. Note que este
termo & proporcional &/r*. Este termo dependera da estrutura interna da distéibuFi-
nalmente, o Gltimo termo & chamado de termo de quadruptiioe. Ele varia com /73 e
também depende da etsrutura interna da distribuicago&etivesse incluido mais termos
na expansao em série de poténcias da funcao:

22 . 1/2
(1+—2—2—COS¢9) ,
T T
teriamos mais termos. Mas note que o0 enésimo termo varmad ¢d’, logo ser for sufici-
entemente grande, as contribui¢cdes individuais saa ead menores. Note também que a
expansao em multipolos, como esta técnica € chamadarampe a distribuicao pode ser

neutra (termo de monopolo nulo), mas em razao da sua estintarna gerar um potencial
e um campo elétrickk = —VV emP.

(c) Calcule agoraxplicitamente para a distribuicao dada os termos de monopolo, dipolo e
qguadrupolo.

(d) Calcule o campo elétrico no ponibda partir dos seus resultados anteriores.
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(e) Para adistribuicao do item anterior identifique o motoele dipolo elétrico da distribuicao
e compare o seu resultado com o do livro de texto.

() Suponha que o bastao seja carregado com uma densidadegdainiforme\(z) = A\, para
z € [—{/2,+¢/2]. Calcule novamente o potencial e o campo elétrico na mestdeaode
aproximacao do caso anteri@ompare os dois casas

(g) A expansao de Taylor em de poténcias.aka funcao:
1

(14 u2—2u cos )%
leva a uma série infinita (convergente pgug < 1) da forma:

G(u,0) :=

G(u,0) =Y u"P, (cos 0).
n=0

Os coeficientesd’, (cos 6) sao fun¢des deos 6 e sao denominadgolindmios de Le-
gendre A fungaoG(u, ) & chamada déuncao geradora. Vocé aprendera mais sobre
esses polindmios em cursos mais avancados. Aqui elescagpam de forma muito natural.
Faca expansao de Taylor da funcao geradora ata quaeancemu e identifique os cinco
primeiros polindmios de Legendre.
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SOLUGAO 7. 16:

(@)
(b)
(©)
(d)

PROBLEMA 7.17 Definido alternativa de dipolo ékrico Uma definicao mais geral de mo-
mento de dipolo elétrico & a que a segue: dado um sistemaadggas puntiformesy, ¢o, ...
gy Cujos vetores de posicao em relacao a um ponto fixagas,... ry, respectivamente, o
momento de dipol@ da configuracao & definido por:

N
p= Z qrT-
k=1

(a) Mostre que para uma configuracao constituida por cargas puntiformes de mesma mag-

(b)

(©)

(d)

nitude, mas sinais algébricos opostos, a definicdo gia@é acima reduz-se a definicao
elementar dos livros de texto.

ConsidereN = 8 cargas puntiformes idénticas simetricamente dispostiase uma cir-
cunferéncia de raia. Mostre que o momento de dipolo desta configuracao € f2igue
acontece se uma das cargas puntiformes for removida dontofju

A generalizacao da definicao de momento de dip@ieb & para uma distribuicao continua

é imediata:
p:/rdq:/rp(r) dr

Agora use esta definicdo para mostrar que o momento deodifiitico de uma distribuicao
esfericamente simétrica de carga € nulo.

Considere uma distribui¢cao superficial de carga sobra esfera de rai@@ dada por:

o(0) = g cos 0,

onded & o angulo polar. Adapte a definicao do item anterior pacaso de distribuicdes
superficiais e calcule 0 momento de dipolo dessa dist@ouyp@rticular.
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SoLugAo 7. 17:

(a) ParaN =2

P = 11 + @oro.
Fazenda, =qgeq = —¢:

pP=qri—qry=q(r; —13).
Definindo, veja a Figura 7.1:

S =T1 — Iy,
temos:
P =ds.
QQ:._q S=TI9—1I @1 =dq
1) S
@]
Figura 7.1: Definicao de momento de dipolo elétrico.
(b) Como

N
Z qrry = 0,
k=1

o momento de dipolo & nulo. No entanto, se uma carga pumtE#dor removida,
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(©)

N
> ark #0,
K1

e havera um momento de dipolo elétrico resultante.

Para uma distribuicao de carga com simetria esférica

p(r)=p(r),
onder = ||r||. Por outro lado, em coordenadas polares:

r=re,,

Ao contrario dos vetores unitarios associados com asdeoadas cartesianasy ez, o
vetor unitarioé, nao é fixo e depende dos angulos polgrg azimutal ¢) e sua relacao
com a base cartesiana é:

&, (0,¢) = cos O cos px + cos fsenp § + cos 0 Z.
O elemento de volume em coordenadas polares se escreve:

d*r = r’semd df do¢ dr.

Portanto,

pI/OOO/OW/OQWp(r)éT(G@) r3send df d¢ dr.

Segue entao que:

pI/OOOp(r)r3dr/07r/027réT(G,gb)serﬁd@dgb.

Substituind, (0, ¢) por sua transformacgao para a base cartesiana e usandode fgtie:

/O% cos ¢dg = /O% send do = 0,

ficamos com apenas um termo:

p:27r/ p(r)rgdr/ cos 6'send db.
0 0
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(d)

Fazendor = cos 6 temos:

e 1
p= 27T/ p(r)r®dr / xdx.
0 -1

Mas a integral de uma funcao impar sobre um dominio tsiooéem relacao a origem &

nula:
1
/ xdr =0,
—1

logo, para uma distribuicdo de carga com simetria esdéri

p=0.

Para uma distribuicao superficial de carga a definiggmomento de dipolo elétrico assume

a forma:
p:/rdq:/radA,

ondeo € a densidade superficial de cargadee o elemento de area em coordenadas polares:

dA = R*serd db do.

Por outro lado, o vetor de posi¢ao sobre a esfera se escreve

r=Ré, (6,9),

logo,
™ 2
p=R* / / o(0,9¢) &.(0,0)sem dodo.
0 0
Para a distribuicao particular dada ha somente sim&tirautal, pois a densidade superfi-

cial de carga nao depende do angulo azimgtdProcedendo como o item anterior vemos
gue o momento de dipolo & dado por:

pP= 21 R0y (/ cos® #send d@) Z.
0

Novamente, fazendo a substituicae- cos 6, ficamos com:
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1
p =21R%0, (/ 2’ dx) Z.
-1

Efetuando a integral obtemos:

1 .
p= gqmetivaR z,

onde

2
Getetva — 00 4m R”.

PROBLEMA 7.18 Dipolo eletrico em campo @o-uniforme Neste problema calcularemos a
forca e o torque sobre um dipolo elétrico colocado em umpcaeietrostaticsmao-uniforme

Os resultados que vocé obtera generalizarao os ressltpet normalmente nos textos de fisica
basica.

(a) O primeiro passo & mostrar quelsér) & o valor de um campo eletrostatico nao-uniforme
no pontoP cujo endereco em relacao a um referencial valido &ao o valor do campo
em um ponto vizinhd®’ cujo endereco e + s com||s|| < ||r|| € dado por:

E(r+s)=E()+(s-V)E(r),

o 0
ondeV = (%, 9,02
e desenvolva as componentes cartesianas do c&mnpo+ s,,y + s,, z + s,) ondei =

x,y, z, em série de Taylor em torno do ponffode coordenadas (x,y,z), mantendo apenas
os termos de primeira ordem e s, € s,.

) € o operador nablaSugeséo: use coordenadas cartesianas

(b) Para calcular a for¢a sobre considere o0 seguinte mae#oo dipolo elétrico: duas cargas
puntiformes de mesma magnitugeporém de sinais algébricos opostos; coloque a carga
negativa emP e a carga positiva erR’, veja a figura a seguir.
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Agora use o resultado do item anterior & mostre que a faigeeso dipolop = ¢s &€ dada
por:
F(r)=(p -V)E(r)

(c) Agora mostre que torquel € dado por:

M(r)=pxE()+rx(p-V)E(r)

(d) Particularize os resultados para o0 caso em que o0 cam@mexé uniforme.

(e) Como aplicacao considere um dipolo elétjcoolocado a uma distancia radiade um
fio infinito uniformemente carregado com uma densidade fideecarga), veja a figura
abaixo. Calcule a forca e o torque sobre o dipolo supond@sgigeesteja perpendicular ao
fio. Considere as duas possibilidades de perpendicul&idad

() Repita o item anterior para o caso em que o dipolo & parakefio uniformemente carre-
gado.
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SoLUgAO 7. 18:

(a) Considere a componenie do campo elé trico no ponto cujo vetor de posicao€s e
suponha quds|| seja pequeno. Ent&o:

OE; (z,y, OE, (z,y, OF, (z,v,
Ey(2+ $o,y+5,,245.) = By (2,y,2) + s, (xyz)Jr (9:yz)+sz (z,y,2)

ox % oy 0z
= E,(r)+(s-V)E,(r).

Da mesma forma obtemos para as outras componentes:

Ey(r+s)=Ep(r)+ (s-V)E(r),
ondek = x,y, z. Em notagao vetorial:

(b) A forca sera:

ou

(c) O torqueM é dado por:

M= (r+s)xq¢E(r+s)—gqgr xE(r)

= qr+s)x[E)+(s-V)E(r)] —grxE(r)

= qrx(s-V)E(r)+¢sxE(r)+¢sx(s-V)E(r)
~ tx(p-V)E(r)+pxE(r),

onde deixamos de lado termos de segunda ordem &artanto:

M=pxE(({)+rx(p-V)E(r).
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(d) Se o campo elé trico nao dependa-dsegue imediatamente que:

F=0, M=pxE.

(e) Com relacao a Figur2?.

(f)

r=yy, p=-py.
O campo elétrico gerado por um fio infinito uniformementeegado com uma densidade
linear de carga é dado por:

A

E =
2megy

A forca sobre o dipolo sera:

0 A
F = (p-V)E=—p— 5
(p-V) 5y (%m) ¥y
PA

27meq Y2 Y

A~

Suponha que > 0. Entao a forga entre o fio e o dipolo sera repulsiva. Temdorente
o0 modelo em que o dipolo consiste em uma carga negativa e uge @asitiva separadas
por uma distancia, pode-se pensar que isto acontece por que a carga negahivaas
proxima do fio do que a carga positiva. Entretantopse py, a forca sera atrativa. O
torque €& nulo porqup € paralelo & er também & paralelo ao campb Portanto,

M=0

Se o dipolo for paralelo ao fio a for¢ca sobre o dipolo dewad fio carregado sera nula, mas
o torque nao. De fato:

M=rx((p-V)E(r).

Como (por exemplo):

entao:
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PROBLEMA 7.19 Quando o meio que circunda um condutor & o ar, o valor maxiomo
campo elétrico muito proximo a superficie deste 8 10° V/m, se esse valor for ultrapassado
o condutor descarregara produzindo centelhas. Considel@mente um condutor esférico de
raioa = 10 cm. O condutor esta conectado a uma fonte de alta tensaaaté/v

(a) Determine o valor criticd,,., da tensad’ para que o condutor mantenha a sua carga e
nao descarregue no ar.

(b) O condutor esférico € mantido sob a tensao critiees enenvolto por uma casca esférica
condutora aterrada de raio igual ao dobro do raio do cond@ticule o valor do campo
elétrico proximo a superficie do condutor interno.

T V= ‘/::ritico _

() (b)

SoLugAo 7.19:

(@)
(b)



Constantes Rsicas Selecionadas

Constante eletrostatica:

~ 9 x 109N~m2

K, = 5
47eq C

Permissividade do vacuo: .
€ ~8,9 x 1012 —
m

Inverso da constante eletrostatica:

C2

Areg ~ 1,11 x 10710 —
€Y s N-m2

Carga elementar:
e~ 1,60 x 107*C

Massa de repouso do elétron:

m.~9,1 x 1073 kg
Massa de repouso de préton:

m, ~ 1,67 x 1072 kg
Campo elétrico critico no ar:

MV v
HEcriticoH ~3—— =3 x 10—
m m

Campo elétrico nas proximidades da superficie da Terra:

Vv
| | Esuperﬁcie da Terru ~ 1 00 E
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