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1 Cinematica bidimensional no plano complexo

Nesta secao nosso objetivo principal € refazer a citieen@etorial bidimensional na lingua-
gem dos numeros complexos. Para isto, comecamos com umdstido da nocao de numero
complexo e da sua matematica. Apenas o0 necessario a@smuepositos sera revisto. Depois
disto, introduziremos a cinematica no plano complexo.

1.1 Nimeros complexos: um pouco de higria

Os principais conjuntos de niUmeros com 0s quais tratammosiaimente sao:

(i) O conjunto dos nUmeros naturais:

N=1{1,2,3,4,...},

(ii) O conjunto dos nimeros naturais incluindo o zero:

W ={0,1,2,3,4,...},

(iif) O conjuntos dos inteiros (que inclui o zero e os intsimegativos)

7 = {0,+1,42, 43, 44,...},

(iv) O conjunto dos nimeros racionais ou fracdes, nmmgue pode ser postos na forma,
ondea, b € Z, mas conb # (0. Denotamos esse conjunto pQr

(v) O conjuntos dos numeros irraciondisisto &, aqueles que nao podem ser escritos em
forma de fracao, por exemple/2 = 1,41423---, 7 = 3,14159 - - -.

(vi) O conjuntos dos numeros real8, que resulta da uniao do conjuntos dos mencionados
acima, mais precisamente dos racionais (que ja incluiteg@s) e dos irracionais.

Cada um dos conjuntos descritos acima contém um elemerté golucdo de uma equacao
algébrica. Por exemplo, a equacao algébrica:

2 = 3,

é resolvida com: = 3/2 € Q. A tentativa de obter a hipotenusa de um triangulo reténde
catetos iguais a unidade leva a equacao do segundo grau:

? —2=0,
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que é resolvida se fizermas = +v/2 € I. No desenvolvimento historico da matematica,
porém, surgem problemas algébricos que exigem sodugbe nao estao contempladas pelos
conjuntos acima. Alguns desses problemas surgiram degmnalsl praticos enfrentados por
civilizagdes antigas, como por exemplo, a construg@pithmides. O décimo quarto problema
do papiro matematico de Moscou talvez seja o primeiro exemggistrado do aparecimento
dos numeros complexos, ou mais apropriadamente no casmltioeros imaginarios|[1]. O
problema, embora numeérico, sugere que 0s antigos egipaitheciam a formula para calcular
o volume de uma piramide de base quadrada truncadaystwm Eis a formula, em notacao
moderna:

V:%h(a2+bz+ab),

ondea eb sao os lados dos quadrados que formam a base e o topo, nespecite, da piramide,

e h, a sua altura, veja a Figura 1. Os ladosb podem ser medidos diretamente, mas a altura
h nao. Foi Heron de Alexandria quem por volta do século | eddseguiu expressar a altura
em funcao de, b e ¢, a aresta inclinada da piramide. Seu resultado se Ié:

M2

o= ——

Figura 1:Frustum
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Figura 2: Heron de Alexandria(62 e.C.). Capa darithmeticade Diofanto de Alexandria
(200/214-284/298). (llustracdes Wikipedia)

h = V=63,

que ele rescreve com@63, acreditando talvez que o resultado inicial nao fazia oonsentido.

NaArithmeticade Diofanto de Alexandria (200/214-284/298), matemaiiego do século
lll e.C., no Livro 6, encontramos o Problema 22, cujo enuheise |é:

Dado um trangulo reto dearea 7 e perimetro 12, determinar seus lados.
Em notacdo moderna, o enunciado pode ser rescrito como:

ab_
5 =
a+b+ Va2 =12,

ondea e b denotam os lados do triangulo. Diofanto entao escreve:

7,

a==, b= l4z,
X

gue automaticamente satisfaz a primeira equagao. Arseggreve:

1 1
— + Mz + 4/ — + (14)22% = 12.
T T
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Rescrevendo esta equagao como:

1 1
= 1o — 12 = —/ 5 + 19622,
xXr xXr

elevando ambos os lados ao quadrado e simplificando, Dootdotém a equacao algébrica do
segundo grau:
172z = 3362° + 24.
cujas raizes sao:
434 /—167

xr =
168 ’
e conclui: “Esta equacao € impossivel ”, querendo dizdtriangulo nao pode ser construido.

A surgimento de raizes estranhas em equacoes alg&bootinua no Renascimento com
Del Ferro, Tartglia e Cardano nas tentativas (bem sucedlidasesolver as equacdes algébricas
cubicas[[1], [2], [3]. Um polémico resumo desse esfompas com contribuicdes originais,
foi escrito por Girolamo Cardano (1501-1576). No compérdé algebra de CardanArtis
magnae sive de regulis algebraida simplesment@rs Magna publicado em 1545, o seguinte
problema, cujo enunciado resumimos, & proposto:

Dividir 10 em duas partes de tal modo que seu produto seja 40

Novamente, denotando as partes pery, podemos traduzir o enunciado da seguinte forma:

x4y =10,
xy = 40.

Elevando a primeira equac¢ao ao quadrado:

x* + 2zy + y? = 100,

e multiplicando a segunda por quatro:

dxy = 160.

Somando as duas equacoes:

x? — 2xy + y* = —60,

ou,
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(z —y)? = —60.
logo,

r—1y=+v—60=+2v/-15.

Agora temos o sistema linear:

r +y =10,
x—y:j:2\/——15.
Segue que:
x:5:|:\/——15,
e
y=>5FV-15.

E facil comprovar que este & o resultado correto se maaripais estes resultados com as regras
ordinarias da algebra, em particular, para verificar quecaluto € igual al0, usamosa —
b)(a+b) = a* — b*, comb* = —15. Cardano considerou o resultado final “tdo satil quanto
inttil, "provavelmente seguindo a tradicao herdada déematica grega, pois nao lhe encontra
uma interpretacao geomeétrica.

Exercicio 1 Resolva o problema proposto no livro de Cardano fazendo adordchula de
Bhaskara (conhecida desde a civilizacao babildnicagdDItado significa que a parabafa+
40 e aretal 0z e nao tém um ponto em comum como pode ser verificado peloeegamgrafico
da Figurd B. n

Entretanto, foram as equacdes clbicas e nao as gicadrgtie promoveram um avanco na
comprensao de solucdes envolvendo os numeros congplsdivro de Cardano encontramos
a equacao cubica:

2® = 3px + q,

e a solucao (aqui ligeiramente modificada em relacadugdo original):

T = {’/q+ qz—p3+f/q—\/q2—p3-




Notas de aula TORT 2/2010 8

S~

Figura 3: Interpretacao geomérica da equacae 40 = 10xz.

Do ponto de vista geométrico, esta equacao pode sepiatada como a condicao para que o
grafico dey = 2* seja interceptada pela reja= 3pz + 2¢. Observe que s¢ > p?, existe
um valor dex para o qual a reta intercepta o grafico da clbica, mas sep?, a formula de
Cardano envolve nimeros complexos e nao havera intagp

Exercicio 2 Verifiqgue que para:
3 = 6z + 6,
a formula de Cardano nos déa= 2%/3 + 2!/ ~ 2.847. Veja a Figura . n

Observe que a formula de Cardano nos da somente uma ges dai cUbica. que a solugcao
de Niccold Fontana (1499-1557), também dito Tartagligggo) para a cubica reduzida, isto &,
a equacao algébrica do terceiro grau:

Em 1572 (ano de sua morte), o engenheiro e arquiteto baddRatael Bombelli (1526-
1572) publicou seu livrd’Algebra parte Maggiore dell’ Arithmeticano qual apresenta a clbica:

22 =152 + 4.
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Figura 4: Interpretacdo geométrica da equacgae 6z + 6.

Nao é dificil concluir por inspecao que= 4 & uma das solu¢des dessa equacgao, veja a Figura
B. Mas a formula de Cardano nos da:

v =2+ V=131 + {/2 - V=121

Bombelli enfrentou o desafio oferecido pela manipulacas idizes quadradas de numeros
negativos e conseguiu mostrar que

\/2+ V=121 = 24+ /—1,
V2 — V=121 =2 — /=1,

e logo, ao somarmos estes resultados obtemes4. A formula de Cardano leva a uma raiz
real! Para obter este resultado, Bombelli supde que dadandmeros da forma + /—1b e
¢+ +/—1d, asoma e a multiplicacido obedecem as regras ((géml)? = —1):

(a+V=1b) + (c+ vV=1d) = (a+¢) + V=1 (b+d)
(a+V=1b) (c+V—=1d) = (ac — bd) + V-1 (ad + bc) .
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Y

Figura 5: Interpretacido geométrica da equagiio= 15z + 4. Ha trés raizes reais para esta
equagaod, —2 ++/3,e -2 — /3.

Exercicio 3 Mostre que2 + /—121 =2+ +/—111 = (2 + \/—1)3, e verifique a solucao de
Bombelli. m

Tentativas (malogradas) de geometrizacao dos numergplexos, isto &, de encontrar
uma interpretacao geomeétrica para os numeros da farsnéi foram pesquisadas por varios
matematicos, entre eles, René Descartes (1596-165@nadgvemos, entre outras coisas, uma
bem sucedida interpretacao geométrica da raiz quadiadm namero real. Mas a solugao do
problema da geometrizacao deve-se a um obscuro topagaa€ido na Noruega, mas que ainda
jovem emigrou para a Dinamarca onde estudou e estabelecmmr® profissional competente
tornando-se Inspetor Real de Topografia. Seu nome era CaAegsel (1745-1818) e em 1799
publicou uma memaoria nos Anais da Real Academia Dinamaegde Ciéncias e Letras com
o titulo Sobre a represent@g anaitica da dire@o, na qual alem da representacao geomeétrica
dos complexos, apresenta o modo de combina-los. A soldedVessel foi redescoberta pelo
matematico amador e livreiro Jean-Robert Argand (1768)L8A solucao de Wessel, sb apa-
rentemente muito simples, consiste em considerar o eitesianoxr como representando 0s
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reais e o eixo cartesiangos nimeros puramente imaginarios. Um nimero complexg,/—1
pode ser considerado como o par orden@dé) no plano cartesiano. Jean-Robert Argand nas-
ceu em Genebra, Suica, mas mudou-se para Paris em 180@siabielecu-se como livreiro.
Argand, desconhecedor do trabalho de Wessel, redescobdlugio e a publicou por conta
propria em 1806, com o titul&nsaio sobre uma maneira de representar quantidades ima-
ginarias nas constru@es georatricas. Argand introduziu também o conceito de moédulo de
um namero complexo. Em 1813, o ensaio de Argand foi repaditica revista francegena-

les Matlematiquescertamente a razao pela qual a representacao gecanétrs complexos &
conhecida hoje em dia contiagrama de Argand ou plano de Argand.

(7

a4+ bi
b-----

1

1

|

1

1

1

|

1

1

1

|

4 >
O a X

Figura 6: O diagrama de Argand.

Pouco a pouco, a natureza dos numeros complexos foi sesgeladga. Coube ao ma-
tematico suico Leonhard Euler (1707-1783) completarteradlimento dos complexos. Contri-
buicdes cruciais foram feitas por Karl Friedrich Gaus&/(#-1855). pelo matematico irlandés
William Rowan Hamilton (1805-1865). Hamilton, que abonviaa interpretacao geométrica
dos complexos, considerou o nUmere- bi como o par ordenad@:, b) e desenvolveu sua
algebra. Gauss introduziu o terrmomplexce também desenvolveu uma interpretacao geome-
trica, mas fiel ao seu lempauca sed maturgouco, mas maduro), nao publicou os resultados
até considera-los satisfatorios. O diagrama de Argatadhibém chamado (exceto na Franca!)
plano de Gauss



Notas de aula TORT 2/2010 12

1.2 Aalgebra dos nimeros complexos

As regras basicas para operar com 0os nUmeros complea@ssancialmente as mesmas
gue empregamos com 0s nimeros reais. Introduzindo adwtac-1 = 4, devida a Euler, e
lembrando sempre de fazer a substitui¢ae- —1, quando for o caso, essas regras sao:

(i) Adicao:
(a+bi)+ (c+di)=a+bi+c+di=(a+c)+ (b+d)i (1)
(i) Subtracao:
(a+bi)—(c+di)=a+bi—c—di=(a—c)+ (b—d)i (2)
(iii) Multiplicacao:
(a+bi) (c+di) = (ac — bd) + (ad + bc) i (3)
(iv) Divisao:
a+bi  a+bic—di ac— adi+ bci — bdi*
c+di  c+dic—di 2 — d?%i?
_ac+bd+ (bc—ad)i
B 2+ d?

ac+bd+bc—adi
cC+d " At

(4)
O valor absoluto de um numero complexo € definido por:

la + bi] == Va? + b2,

e tem uma interpretagdao geométrica simples: é a disté@la origem ao pont® do plano que
associamos com o nUmero complexo.

Como vimos, a geometrizacao dos numeros complexosalevea representacao no plano
cartesianazy. E conveniente para 0s nossos propositos introduzir unegaotalternativa. Um
namero complexo arbitrario sera doravante represergathpre que possivel pore pode ser
associado de modo Gnico com um pontoRibdescrito pelo par ordenado= (z,y), ou na
forma que sera mais conveniente para 0 Nn0sSsos propogiios a

z =T+ 1y,
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z=r&% =rcos 0+iseny

Figura 7: Representacao polar de um nUmero complexo.

e seucomplexo conjugadapor:

2f=x -y,

gue como veremos mais adiante sera a mais adequada parsaadistsissao da cinematica e
da dinamica no plano complexo.

Exercicio 4 Represente no diagrama de Argand os nUmeros complexast+ (&) (b) —7 + 1,
(c) —2 — 34, (d) 2 — 24, (e) 3. Calcule complexo conjugado e 0 modulo desse nimeros.®m

1.3 Arepresenta@o plano-polar de um rmimero complexo.
Da FigurdY & facil ver que um nimero complexo pode seitesmmo:
2 =1x + iy = rcos 0 + ir Send. (5)
Esta & a forma polar do nUmero complexo. A expansao d@aéuoasseno é dada por;

6* 64
cosl=1——+—+---,

e a expansao da funcao seno é dada por:

6? 6°
sen@=9—§+——---.
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z=r&% =rcos 0+iseny

z=re " =yrcos—isemnd

Figura 8: Um niUmero complexo e seu conjugado representedftsma polar.

Por outro lado, a expansao da fungao exponencial se lé:
T {L'Z 1’3
erzl—l-ﬂ—i-g—'—g‘i‘“'-
Se fizermos a substituicao— ¢ na expansao da exponencial, obteremos:
(i0)*  (i0)>  (i0)*  (if)°
T TR TR R
lembrando qué? = —1, i* = ii> = —i, etc., vemos que podemos escrever:

e =1+i0+

€% = cos 0 + i sery.

Esta & aormula de Euler descoberta por volta de 1740, uma das contribuicbesaisude
Leonhard Euler (1707-1783) a teoria dos nUumeros complekdormula de Euler permite-nos
escrever um nimero complexo na forma polar como:

2 =ré?,

O complexo conjugade* se escreve:

2 =re ¥ =1 (cos § —isend).

A distancia radial- € omodulo do nUmero complexo e angulp o seuargumento. Observe
que para um dado, argz) = 6, e ardz) + 2xkm = 6 + 2km, COM K € Z, representam o
mesmo nimero complexo. Na representacao cartesianppnto doR? representa um (nico
complexo, mas na representacao plano-polar, o mesmolexotem infinitas representacoes.



Notas de aula TORT 2/2010 15

Exercicio 5 Mostre e interprete geometricamente as relacoes:

gt 4 gt gt _ gt
cos ) = ——; ser = ——
2 21

Exercicio 6 Observe que o numeto= y/—1 pode ser escrito na forma polar como:

i = ei7r/2

Mostre que multiplicar um nimero complexopor i geometricamente significa girar este
numero der/2 no plano complexo, no sentido anti-horario. Veja a Fig4a). [ |

Exercicio 7 Represente a forma plano-polar os nimeros complexos:
(i) 4+ 34,

(i) —7 +;
(i) —2 — 3i;
(iv) 3.

O produto escalarentre dois nUmeros complexes= x| + iy, € 25 = x5 + iy, € definido
por:

[p— * * JR— .
21 2 = (2122 + 2122) = T1%2 + Y1Y2;

N —

e oproduto vetorial por:

2] X 29 = % (2120 — 2125) = T1Y2 — TaY1.
Exercicio 8 Sez, = € e z, = i€, mostre que:
(i) z1-2 =0,

(ll) 21 X 29 = 1.
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1.4 Curvas, posi@o, velocidade e acelerap no plano complexo
Suponha que(t) e (t) sejam duas funcdes reais da variavel teple supomos continuas
parat € [t,t2]. As equacdes = ¢(t) ey = ¢(t) ou:
z=x+iy = ¢(t) + 1(t),
ou ainda, em notagao informal:

2(t) = w(t) +iy(t), (6)

definem umeacurva continua ou arco no plano complexo que une os pontBs = z(t;) e

Py = z(ty). Sez(t;) = z(t9), parat; # to, isto &: P, = P,, a curva é fechada. Uma curva
gue nao intercepta a si mesma em nenhum ponto é dita secumveasimples Finalmente,
sex = ¢(t) ey = ¥(t) (e consequentementét)) tiverem derivadas continuas no intervalo
fechadot,, t,], a curva sera dita ser uncarva ou arco suave Uma curva composta por um
namero finito de arcos suaves & chamealatinua por partes ou secionalmente corinua.

P

Figura 9: Curva suave.

A cinematica no plano complexo obedece as regras usuagsndenatica vetorial. A
posicao instantineade um ponto no instanteno plano complexo & dada por:

2(t) = x(t) +iy(t) = r(t)e”", (7)
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A velocidade instanéineaé definida por:

o Az dz(t)
o(t) = hmE =— (8)
At—0

Aplicando a definicao a representacao cartesiana dggmw instantanea do ponto no plano
complexo obtemos:

_ dz(t) _ dx(t) N Z_dy(t)

ot) dt dt dt -’ ©)

e na representacao polar

_ dr(t) 0 4 irdé(t) o10(1)

o(t) = pn o . (10)
A aceleracao instantanea é definida por:
o At do(t)  dPx(t)
a(t) = lim A a T ae (11)
At—0
Na representacao cartesianacelera@o instantinease escreve:
2 2
ar) = L2 ) (12)

dt? dt?
e na representacao polar:

a(t) = [dz;gt) —7 (%&t)) ] e’ i <2 dgtt) d‘:li” + rdiligt)) . (13)

Exercicio 9 Obtenha as Eqd_(110) [ {13). n

Exemplo 1 Movimento circular uniforme Como exemplo considere um ponto material que
descreve um movimento circular de rdpercorrendo arcos de circulo iguais em intervalos
de tempo iguais. Tal movimento & dito movimento circulafarme (MCU). As coordenadas
cartesianas do ponto sao:

x(t) = Rcos wt, e y(t) = Rsenwt,

ondew & a magnitude da velocidade angular. Multiplicando a cemaday pori e somando
com a coordenada
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x(t) +iy(t) = R (cos wt + i senwt) ,
ou, fazendo uso da formula de Euler:

z(t) = Re“".
A velocidade instantan@é dada por:
d .
=22 iz = €2 wz,
dt

que geometricamente significa girade 7 /2 no sentido anti-horario e multiplicar o resultado
porw Figura10(a). A aceleracao instantanea & dada por:

2
% = —w?z = "Wz,
isto &: giramos: no sentido anti-horario de e multiplicamos o resultado pelo real.?, veja
a FiguraI0(a). A estreita relacao existente entre osregtgeométricos (segmentos de reta
orientados) n&? e o plano complex@ permite o abuso de linguagem representado na Figura

[1a(b).

a =

YA Yy A
V= 1wz
z z
R a=—w’z
B ¢ 7
) wt wt
wz
O 1 T 9 1 T
(a) (b)
—w?z

Figura 10: Movimento circular uniforme no plano complexo.

!Grandezas fisicas complexas serzo representadasqak, etc..
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Exercicio 10 Mostre que no MCU:
@) z-v=0;

(b) z-a=—R%W2

2 Dinamica bidimensional no plano complexo

Estamos agora em condi¢Oes de introduzir a represamticdinamica newtoniana no plano
complexo. Isto significa resolver a equagcao newtonianaaémento:

com as condi¢des iniciais:

dz(0)
dt

para uma certa classe de problemas que podem ser reduziddseanas bidimensionais. Entre
esses problemas encontramos:

2(0) = z9 = xo + iyo, € = Uy = Vg + 10y,

(i) 0 oscilador harmonico simples (OHS) e suas variantgggradulo simples e o péndulo
conico;

(i) o oscilador amortecido com atrito linear na velocidade
(i) o oscilador forcado;
(iv) oreferencial girante;

(v) o problema da forga central;

e alguns outros que serao propostos nos problemas ao fit@ttdo Comecemos com o OHS.
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2.1 O oscilador harmbnico simples

O oscilador harmonico simples &, provavelmente, o sigteracanico mais importante da
fisica classica. O sistema massa-mola da Figufa 11 emee® prototipo do OHS. O que
caracteriza um OHS é a lei de for¢a a qual o sistema e lei de Hooke:

F(z) = —ku,

ondex € um numero real que representa o afastamento da pak&giguilibrio e< € uma cons-
tante material, medida em N/m no SlI, que caracteriza o nahtenm que a mola foi fabricada.

7

K

rRQQQQQ0—

Figura 11: O OHS. A variavel mede o afastamento do bloco da posi¢cao de equilibrio, o
suporte é fixo .

Para discutir a dinamica do OHS no plano complexo consideseas equacdes de movi-
mento:

d*x
m—s = —KT,
dt?
e
d2y
m— = —Ky.
WTE 4

Multiplicando a segunda equacao pet /—1 e somando com a primeira obtemos apos dividir
o resultado porn:

d*z(t)  d?y(t) K :
e G OF
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ou,
d*z(t)
7 w?z(t) = 0, (14)
onde:
W= (15)
m

é a frequéncia angular do oscilador. A solucao destagipdiferencial pode ser facilmente
obtida escrevendo como solucgao tentativa:
2(t) = e,
Substituindo esta solucao tentativa na [Eql (14), obtemos
(—p2 + wz) z=0.
Segue que = +w, e a solugao da Ed._(114) &:
2(t) = C1e™" + Coe™ ™, (16)
e a velocidade complexa é dada por:

dz . 4
o(t) = == iw Cre™! — jw Coe™ ™", (17)
onde(C; e (', sao constantes complexas que devem ser determinadas comdages iniciais.

Suponhamos que pata= 0 tenhamos:

dz(0)

2(0) = z0 = w9 +iyo; € =T = Ua0 + 0. (18)
Fazenda = 0 nas Eqs.[(16) ¢ (17) temos:
20 = Cl + Cg
’(70 = iwCl — iWCQ.

Este sistema algébrico pode ser facilmente resolvido esastados sao:
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Exercicio 11 Obtenha as constantes complekas Cs. [ |
Portanto,
1 o , 1 o ,
2(t) = 3 (zo — 2%) et + 5 <zo + z%) e (19)
ou ainda:

Vo
2(t) = 2o cos wt + — senwt. (20)

w

Igualando a parte real do lado esquerdo desta equacao parteaeal do lado direito obtemos:

x(t) = xo cos wt + Y0 senwt, (21)
w

que descreve o OHS da Figlird 11. Procedendo do mesmo modopame anaginaria:

v
y(t) = yo cos wt + 0 senwt. (22)
w
As velocidades sao:
vz (t) = —zow Senwt + v,y cos wt; (23)
e
vy (t) = —yow Senwt + v,y cos wt. (24)
Fazendo:
Ty = A COS
e,
(%
-0 — _asena,
w
obtemos
2
2 V20 2
e,
Uy
tan a = — 0 .
Tow

Usando essas relagdes podemos rescrever a sal(igam forma:
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x(t) = acos acos wt — asenasenwt = a cos P(t), (25)

onde®(t) = wt + a. Um procedimento similar pode ser aplicado a solugan Fazendo:

Yo = b cos f3,
e,
U0 _ seng,
w
escrevemos:
y(t) = b cos (B cos wt — bsend cos wt. (26)

Podemos escrever= a + d, segue entao que:

y(t) = b cos (P(t) +0). (27)

O angulod representa a diferenca de fase entre as duas soluc@resmdtido o tempo entre as
Egs. [25) el(27), obtemos finalmente:

2 2
T Y Ty
4+ 222 cos § =sertd. 28
a?  b? ab (28)
A Eqg. (28) representa uma elipse centrada na origem, mas cemoanaior formando um
angulod com o eixo reak.

yave
/ ;

Figura 12: Elipse de polarizacao.
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Exercicio 12 Obtenha a Eq[(28). [ |

Uma aplicacao das Eq$. (29),127) €l(28) & ao péndulzo@ue discutiremos no exemplo
a sequir.

Exemplo 2 O péndulo cobnicoO péndulo conico, veja a Figural13, sob certas condigdde

ser tratado como como um oscilador harmonico simples leidgonal. A equacgao vetorial de
movimento se escreve:

T + mg = ma.

Figura 13: O péndulo conodnico.

Para pequenos afastamentos da vertical, a equacacalgtmie ser rescrita como:

d2x_ g

ae - 0"
e

Py g

@ =Y

Multiplicando a segunda equacao p@ somando com a primeira:
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d?z

w + wg Z = 0,
cuja solucao, como vimos anteriormente, & dada pelas(®g)s (27) e[(2B). No caso particular
emque) = /2 ea = b, a Eq. [28) se escreve:

2 2 2
"ty =a”,

isto &: a trajetoria do péndulo no plano complexo, ou séepirmos, ndR?, sera circular.

Exercicio 13 Obtenha as equacdes cartesianas que governam o movitegoéadulo conico
na aproximagaé < 1, e a equacao de movimento correspondente no plano complex

Como escrever a energia mecanica de um O.H. S. em termosadédades complexas?
A resposta é simples. Se exigirmos que a energia mecajeama quantidade real podemos
escreve-la da seguinte forma:

2

il R (29)

2 | dt
A forca (complexa) associada com a energia potencial)(real

m

e dada por (veProblema 1):

F= —QdU(z) = —KZ,
dz*

em acordo com nossos calculos anteriores.

Exercicio 14 Mostre que:

(i)

dlz| _ 2
dzx |7
(ii)
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[ |
Exercicio 15 Mostre que a energia mecanica do O.H.S., EJ. (29), é caaristo é:
dE 0
dt
[ |

2.2 O oscilador harnmdnico amortecido

Suponhamos que além de uma for¢a restauradora que oletEae Hooke, o oscilador
harmdnico da Figurla1 esteja sujeito a uma forca reaifitiear na velocidade instantanea do
sistema:

dz
F(v) = —by = —b —.
(v) bv b ;

A equacao de movimento completa se escreve:

A’z b dx
m-—— =—0— — K
dt? dt '
ou, rearrajando termos:
d’z dx 9
ﬁ+2va+w0x:0,
onde definimos: )
2y == —,
m
€ K
2 _ —
wy = -

Uma equacao diferencial similar pode ser escrita paraaei

d*y dy 2
—Z 49y = =0.
72 + 27 2t +wyy =0
Multiplicando a segunda equacao p@ somando com a primeira:
d*z dz 9
E‘FQV%—FU)OZ:O, (30)

onde como antes, = z + iy. Como solugao tentativa escrevemos:
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2(t) = e
e a substituimos na Ed._(30) obtendo:

(=p* + 2vpi +wi) 2(t) =0.

Como esta relacao deve ser valida para qualquer instasggue que:

p2—27pi—w§:0,

pr =i+ /-7 + Wi

A solucéo que descrewascilages amortecidasapresenta-se quando a condigag: > 2, &
satisfeita. Nesse caso,

cujas raizes sao:

2(t) = Cy et 4 Oy g it (31)

onde a frequéncia angular real:
wy =/ wd — 2,

e (', e U, sao constantes complexas que devemos determinar comdis@Eminiciais (com-
plexas):

dz(0)

2(0) = 20, dt = 'l~10. (32)
A velocidade complexa & dada por:
~ dz(1) —t(C1 €184y B Twat) —t [ iwrt —iwat
o(t) = i —ye M 2 +e7 (ZwlCle 1 — juw Cy "2 ) ) (33)

Exercicio 16 Obtenha a velocidade instantanea complexa do osciladmtiméco amortecido.
[ |

Fazendo uso das condic¢des iniciais temos:
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20 = Cl + CQ
1~)0 = (—’7 + iwl)C’l — (’}/ + 'iwl)CQ.

O determinante principal deste sistema linear vale:
A= —22@)1.
Segue que:

Cl _ 20 (7+zw1) —|—’l~10

Y

22’w1

20 (—’Y + iwl) — ’(70

O, —
2 2iw,

(34)

Exercicio 17 Obtenha os coeficientes complex@se C,. Verifique se os resultados levam
aos coeficientes calculados anteriormente quaned). [ ]

A solucao complexa se escreve:

Z(t) —e { |:ZO (7 + iwl) + 60} eiwlt + |"ZO (_7 + iwl) B 60} 6—iw1t} ‘ (35)

22'(,01 2@@)1

Um calculo direto permite escrever a a parte real e a padagimaria da Eq[(35). Os resultados
sao:

x(t) =e " {xo cos wit + (m + Uﬂ) sen wlt} , (36)
w1 w1
e
y(t) =e " {yo cos wit + (@ + @) sen wlt] . (37)
w1 w1
Exercicio 18 Obtenha as Eqd.(B6)[e (37) a partir da Eql (35). [ |

As Egs. [(36) el(37) consideradas conjuntamente sao asd@giparamétricas de um os-
cilador harmonico amortecido bidimensional. Cada umaakesquacdes considerada isolada-
mente descreve um oscilador amortecido unidimensionaligAr&[14 representa a trajetoria
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0.06

-0.04

-0.06 5

Figura 14: Oscilador harmonico bidimensional amortecido

de um oscilador bidimensional amortecido para 0.20s™}, w; = 1.99, e condi¢des iniciais:
zo = 1,90 = 0, vo, = 0 €19, = 0, em unidades apropriadas.

Exercicio 19 Mostre que o O.H. amortecido perde energia a uma taxa idsteatdada por:

dE(t)
T =b [o()[",
onde:
B(t) = 5 [0 +5 1)

A Figura?? representa a evolucao temporal das oscilacOoes unigimeais amortecidas.
O grafico foi construido com a Eq._(36) para= 0.20s™ !, w; ~ 1.989, e condicdes iniciais:
xo = 1, v, = 0, em unidades apropriadas.
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w(t) p

AAAA
JAANA

Figura 15: Oscilador harmonico unidimensional amortecid

2.3 O oscilador harmbnico forcado

Suponha que o oscilador harmdnico amortecido sofra@@g@ma forca periodica adicio-
nal dada por:
F(t) = Fycos wt.

Neste caso, a equacao de movimento unidimensional se |é:

d2 19 dx i FO t
—_— (.U T = — COS W
ae T g Tt T,

ondewy, = /k/m. Para passar para o plano complexo consideremos a equacao
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d*y dy 2 Fo
72 +27E +wy = Eserwt.
Multiplicando esta equacao poe somando com a primeira obtemos:
d*z dz 9 Fy
ﬁJFQV%jLWOZ—Ee : (38)

que é a equacgao de movimento que devemos resolver. Adsotiecuma equacao diferencial
deste tipo tem duas partes, a saber: a solucao da eguagiménea associada e uma solugao
particular:

8
Y

Figura 16: Oscilador harmdnico com forca externa péced

2(t) = z(t) + 2,(1).

A solucao da homogénea é dada pela Eg. (35), mas aasopagticular deve ser determinada.
Para isto escrevemos como solucao tentativa:

(1) = A(w) €,

ondeA(w) € uma amplitude complexa que depende da frequéncia amgularca externa. A
solucao tentativa expressa nossa intuicao fisicaidengestado estacioario, que prevalecera
guando a solucao da homogénea tiver evanescido, odsicdacilara com a frequéncia angular
da forca externa. Observe que temos trés frequénciagaareg envolvidas no problema:

¢ afrequéncia angular natural do osciladgr



Notas de aula TORT 2/2010 32

¢ afrequéncia angular do oscilador amortecido= /w? — 7

e afrequéncia angular da forca externa

Substituindo a solucao tentativa na Hq.] (38) temos:

(—w? 4 2w + wg) A(w) = Fy/m.

Portanto a amplitude complexa se escreve:

Fo/m
Alw) = .
(@) wi — w? + 2iyw

Expressandoal(w) na forma plano-polar:

Alw) = [Aw)| &7,

onde por conveniéncia futura escrevemos o argumentg@ecomo—p, e rearranjando o lado
direito dessa equacao:

(Fo/m) (wf —w?) . (Fy/m)2qw
(W —w?)’ + 47202 (w2 —w?)” + 4922

Comparando as partes reais e imaginarias em ambos os kestaseduacao segue que:

[A(w)| €7 =

(Fo/m) 2qw
A seny = , 39
|A(w)| seny (2 — ) 1 4y (39)
e
F 2,2
|A(w)| cos ¢ = ( 20/m>2 (2% u; )2. (40)
(w§ — w?)” + 472w
E facil mostrar agora que:
AP = — S
w2 — w?)? + 4y20?
0
e, logo:
Aw)] = — ) 1)

\/(wg — w2)2 + 4202
Por outro lado,

p(w) = arctan ( 22%) ) . (42)

— w2
Wy — w
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Exercicio 20 Obtenha as expressdes acima paa)| seny, |A(w)| cos ¢, |A(w)], e p(w).
u

A solucao estacionaria complexa & dada por:

fwt
)

F(]/m
2(t) = w2 —w? 42
0 yw

gue pode ser rescrita na forma:

Z(t) _ (FO/m) wg — w2) — 3 (FO/m) 275‘)

(W2 —w?)® + 472w (WE — w?)” 4 47202
Lembrando que(t) = x(t) + iy(t) e fazendo uso da formula de Euler, obtemos para a parte
real:

‘wt

~— | —~

F 2 _w? F 2
wpy = (Bo/ml e =wt) | (Ffm) 2

(W — w?)” + 472w? (W — w?)” + 4y2w?
e para a parte imaginaria:

sen wt. (43)

F 2 F{ 2 _ 2
y(t) = — ( O/mz) had cos wt + (Fo/m) (;‘JO W) sen wt (44)
(W — w?)” 4 472w? (W3 — w?)” + 472w?
Exercicio 21 Obtenha as Eqd, (#3)[e (44). [ |

Consideremos a parte real da solucao estacionaria/43. As funcdes dev que multi-
plicam ocos wt e 0 serwt podem ser substituidas pot(w)| cos ¢ e |A(w)| seny, respectiva-
mente. Segue que:

z(t) = |A(w)| cos pcos wt + |A(w)| senp cos wt.
Fazendo uso do resultado para a amplitutle’)| e usando a identidade trignométrica apropri-
ada, obtemos finalmente:
(Fo/m)

\/(wg — w?)? + 49202
gue, por escolha, (poderiamos ter escolhido a parte iraagjrdescreve a solucao estacionaria

observavel. Observe que a respostg esta retrasada em relagcao ao estimfgleos wt. A
medida do retraso & dada pela fase

x(t) = cos (wt — ), (45)
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A amplitude (real) efetiva para 0 movimento ao longo do eix® uma funcao de), e &
dada por:

(Fo/m)

\/(wg — w?)? + 49202
Esta amplitude tem um extremo (um maximo) em:

Aefetiva(w ) -

Wy = wy — 2.

Este valor para a frequéncia angular da forca externaedafgssorancia da amplitude

Exercicio 22 Obtenha a Eq[(45) e a frequéncia angulapara a ressonancia de amplitude.
[ |

O trabalho por unidade de tempo realizado pela forca haica@&xterna, isto é: a poténcia
instantanea fornecida pelo agente externo para manteragdo estacionaria € dado por:

onde

v(t) = pre i |A(w)|wsen(wt — ).

Fazendo uso da identidade trignométrica:

sen(wt — ) = sernwt cos ¢ — cos wt Seny,

temos:

P(t) = —Fycos wt |A(w)|w (senwt cos ¢ — cos wt Seny) .
De modo geral, sera mais conveniente se trabalharmos ctémgi® média definida por:

T/2

(P):= — / P(t)dt, (46)
—T/2

ondeT €& o periodo associado com nosso aparelho de medi¢adrhado que:

(coswt senwt) =0
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<(:os2 wt> = %,

obtemos:
1
(P(W)) = +5Fo[A(w)|wsenp.
Usando a Eq[(39) obtemos finalmente:

(P(w)) = % (WOEF_O i} %)Q(ivgzwz. (47)

E conveniente rescrever a Ef.J(47) em termofatiar de qualidade Q, definido por:

Y
Neste caso, ,
1 F 1
Pw)) = —=—2 : 49
PO = i 7oe T (49)
w wWo Q?
Exercicio 23 Obtenha a Eq[(49). [ |

A Figura[1T mostra o grafico da poténcia média dada peld#4=) para varios valores dg.
Observe que a poténcia média maxima abosrvida peloadstik independente dge ocorre
paraw = wy, isto &€: quando a frequéncia angular da forca externacie com a frequéncia
natural do oscilador.

Na ressonancia, a poténcia média transferida ao oscitatzado vale:

1 QF}?
P =_29
(Pwo)) = 5 o
Fora da ressonancia, porem, dois valores distintos daérecia angular podem corresponder a
um mesmo valor da poténcia média. A qualidade da resposiadallador forcado pode também
ser analisada em termos da largura da curva de ressonanpié&hcia média. Aargura a
meia altura dessa curva € definida pela condicao:
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(P(w)) p

Sy
>

w
Figura 17: Poténcia média transferida pg?a um oscilamtgafio para diferentes valores do fator
de qualidadé).

(P()) = § % (Pw0).

Com o auxilio da Eq[(49) obtemos a seguinte equacabatgéparao:

Wy W 1

W  wo Q
Das quatro raizes desta equagcao somente duas sao éstear8ao elas:
wi oy VPl

=+
Wo Wo Wo
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wr_ v VAL

Wo wo wWo
A largura a meia altura é definida por:

W1 — Wy :2’}/

Paray < 1, ou seja, um fator de qualidademuito alto, temos:

w1 = wo+ 7,

Wy =Wy — 7.

Exercicio 24 Obtenha equacao algébrica paray, e as raizes; e ws. [ |

A amplitude efetivaA......(w), pode ser rescrita em termos do fator de qualidade. O resul-
tado se lé:

F 1
Aefetiva(w) = 0 2

mwy w2\ 2 w2 .
1—- = _—
(-3%) “oa

Observe que a frequéncia angular de ressonancia parat@recigomédia e para a amplitude
efetiva nao coincidem.

(50)

Exercicio 25 Obtenha a E4.(50). [ |

Exercicio 26 Mostre que o angule(w) que mede o defasamento entre a for¢a aplicada e o
deslocamento do oscilador pode ser escrito na forma:

p(w) = arctan w()l/iQw : (51)

w wWo
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Aefetiva(w ) A\

|
ol

Figura 19: Diferenca de fasgw) para diferentes valores dg

O leitor interessado encontrara uma simulacao de urntedseiforcado na pagina eletronica
Forced Oscillations (Resonance)


http:// www.walter-fendt.de/ph14e/resonance.htm
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2.4 Osciladores bidimensionais anisotipicos — figuras de Lissajous

Uma aplicacao importante das Eds.](25) € (27) Bgasas de Lissajous ou aindacurvas
de Bowditch. Estas curvas foram estudadas pela primera vez por NakiBovielitch (1773-
1835) em 1815, e posteriormente por Jules Antoine Lissgp882-1880) em 1857. Elas
resultam da combinagao linear do movimento de dois O.iHd&pendentes, um oscilando ao
longo do eixar e o outro oscilando ao longo do eiyo

Para descrever as curvas de Lissajous no plano complexsideoemos dois O.H.S. bi-
dimensionais independentes de frequéncias angulatasaks,;, e w,. Cada um desses 0sci-
ladores por si s6 pode ser descrito no plano complexo. Baradomecamos escrevendo as
equagoes de movimento:

dzﬂfl . 2

az —

d2y1 . 2
para o primeiro oscilador, e,

d2l'2 2

az —

Py,

para o segundo. Multiplicando a segunda e a quarta equaca@ somando a segunda com a
primeira e a quarta com a terceira, obtemos:

e
€ 2
e

A solucao de cada uma dessas equacdes é dada pelaBB)os[ZT) convenientemente adap-

tadas Uma figura de Lissajous pode ser obtida consideram@asa parte real da solucao da

equacao de movimento do primeiro osciladq(t), e a parte imaginaria da solu¢ao do segundo,
y2(t), isto &, construindo a solucao:

Explicitamente:



Notas de aula TORT 2/2010 40

— —oe o
020 8-~ =20,
1 1 3 39

3 -34

Figura 20: Figuras de Lissajous para= 2ws €9 = ay + o = 7/2,7/3,0. As amplitudes
sao:.a; = 2 eby = 3, em unidades convenientes.

x1(t) = ay cos (wit + aq),
e,
Ya(t) = by cos (wat + ag + (B2) = by cos (wat + 0),
onded := ay + [s.

Exercicio 27 Preencha os detalhes e obtenh@) e y-(?). |

Se arazao entre as frequéncias angularés, (ou se preferirmos, os periodos de oscilagao
Ty/T;) for um nUmero racional, isto &, a razao entre dois inggiaodrbita no plano complexo
sera limitada e fechada. Se esta razao for um nimeraadnalc a 6rbita sera limitada, mas
aberta. Em ambos os casos, a Orbita esta confinada em uaanetgngular, veja a Figural21.

Exercicio 28 Determine o sentido do movimento nas figuras de Lissajousratias na Figura
21. [ |

Se arazao entre as frequéncias angulares nao for igmalrdimero irracional, a orbita no
plano comlexo sera aberta, e se dermos ao sistema umadwa@aEpriada, a regiao retangular
de dimensde8a; x 2b,, sera “varrida "pela orbita do oscilador.
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Figura 21: Figuras de Lissajous para= 7, ws = 3, € = 0, para durac¢oes iguaia, 67, e
247. Os demais parametros sao idénticos aos uitlizados miafanterior.

Clicando no enlacdifik): [Lissajous, o leitor tera acesso a um simulador Java que permite
escolher as frequéncias (lineargs)= w;/(27) € fo = wo/(27), 0s angulos de fase, a, e
(-, € as amplitudes; e b, dos dois O.H.S. independentes.

bi'd

0

fx=3Hz ®) )« > x-initialphase =O0deg ( €3 <> x-Amp (ED<» (smn fx=3Hz ®))4/» x-initial phase = 90 deg | )<+ x-Amp (O <[+ [ Start
fy=5Hz (@< » y-initial phase=45deg ( B I« » y-Amp @) <\> [ Siop fy=5Hz (@ </»  y-initial phase =0ceg ( & <> yAmp (D> [ Stop
Zoom )« /»  Front Zoom ) <Ir ™ Front

Figura 22: Simulador Java de figuras de Lissajous com duasjatades de visualizacao das
figuras. Pode ser accessado letp://www.ngsir.netfirms.com/englishhtm/Lissajotra.h


http://www.ngsir.netfirms.com/englishhtm/Lissajous.htm
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2.5 Referenciais @o inerciais; o pendulo de Foucault

Nesta secao, veremos como & possivel descrever aoetagre referenciais inerciais e nao
inerciais por meio da notacao complexa no caso em que dgpnaka analisar pode ser reduzido
a um problema bidimensional e representado no plano complErito isto, aplicaremos o
resultado ao experimento projetado por Jean-BertramalEoucault (1819-1868) em 1851
para demonstrar a rotacao da Teo@gndulo de Foucault

Considere a Figura24. Nela estao representados doimasstde coordenadas cartesia-
nas com origem comum, o primeiro fixo, e 0 segundo em moving&i@tacao em torno do
eixo perpendicular ao plano da figura, no sentido antiimréA relacdo entre as coordena-
das instantaneas de um ponto mékeado plano podem ser deduzidas da geometria simples do
problema:

x=21z"cosQt —y' cos (g - Qt) =1z’ cos Ot —y' sent,

y = x'senQt +y'sen <g — Qt) = x'sent + y' cos Qt.

Multiplicando a segunda equacao p@ somando com a primeira obtemos:

2(t) =

2 (t) &, (52)

Figura 23: O péndulo de Foucault no pbélo norte. (llustcagikipeadia)
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A transformacao inversa se escreve:

2/ (t) = 2(t) e M. (53)

A Eq. (52) e a sua inversa representam a regra de transfaontig posicao da particula de
um referencial inercial bidimensional para um referengighnte, e vice-versa, em notacao
complexa.

)
P
y/ // | \\ :L,l
/ | N
Qt N/
sl T/l
1)
i\ Qt
, .
x
Figura 24: Rotacao nig.
A velocidade transforma-se de acordo com:
dz(t) d'(t) . <
= Q(t) ) & 54
= (S i) e, (54)
e a aceleracao de acordo com:
d*z(t) d?Z'(t) o dz'(t) ,
=|—>=¢ 210 ——2 — Q% (t 4 55
dt? (dt2 € Tt Z(>)e (59)
A equacao newtoniana de movimento no referencial inkseite:
d?z(t) -
=F.
dt?

A forca deve transformar-se de mesmo modo que a posicao:

F=Fée"
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Segue que a equacao de movimento no referencial giraetcseve:

d*2'(t) _ dz'(t) -
2i () —m Q% (t) = F'.
a2 +2iQm i m Q2 (t) (56)
A Eq. (56) pode ser rescrita na forma:
d?Z(t) =
m d tz = F e;etivav (57)
onde: oy
Fe;eﬁva = F'—2Qm Zdi(E ) +m Q2 (1), (58)

é a forca efetiva medida no referencial girante. O priogrmo corresponde a uma forca fisica
real, por exemplo, o0 peso, a tracao, etc., medida nesseneial. O segundo termo representa

aforca de Coriolis, investigada pioneiramente por Gaspar de Coriolis em 183&rRente,
o terceiro termo representaf@rca centrifuga. A forca de Coriolis e a for¢a centrifuga sao
também chamadas de forcdgticias, ou nao inerciais, ou ainda,geonetricas, pois podem

ser eliminadas passando para o referencial inercial. MNgipirgtacao moderna da mecanica
newtoniana, forcas deste tipo nao tém uma origem fesit@io obedecem ao principio da acao e
reacao. Para Newton, entretanto, elas eram uma mag#éesiadireta) da existéncia do espaco

absoluto. A tentativa de atribuir-lhes uma origem fisie@al ao principio de Mach que tanta
influéncia teve na formulacao da relatividade geral deeAlEinstein.

Figura 25: J.B.-L. Foucault (1819-1868), e G. de Coriolisg9d-1843). (llustracdes Wikipea-
dia)



Notas de aula TORT 2/2010 45

Exemplo 3 Como exemplo de aplicagao da EQ.](56) consideremos o @asmd particula
langada de um ponto arbitrario do referencial girante,&s 2(0) = x, + iyo, com velocidade
inicial ©(0) = vo,+ + ivg,, livre de forgas, isto €F'’ = 0. A equacao de movimento se escreve:
d*2(t) dz'(t)
2i
a T
A solucao geral desta equacao é:

—Q%(t) = 0.

2/(t) = (Cy + Cyt) €,

ondeC; e (5 sao constantes complexas. Fazendo uso das condicdessinbtemos:

2'(t) = (20 + Ogt — i Q2 t) €.

Extraindo a parte real e a parte imaginaria obtemos:

x' = (zf + vyt + Qugt) cos Qt — (yg + voyrt — Qujt) sendt,

e,
y" = (yg + vt — Qugt) cos Qt + () + vort + Qygt) senlt.

A Figura[26 mostra a trajetoria da particula livre de &wrgeais vista do referencial girante.
Observe que no referencial fixo, a trajetoria observaddiléenea.

Figura 26: Trajetoria de uma particula vista do referaingirante. As condi¢des iniciais sao:
Ty = Yo = 0, vy, = 1m/s,vg,, = 0. O modulo da velocidade angular véle= 1rad/s.
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Uma aplicacao importante da EQ.56) éemdulo de Foucaultque permite visualizar os
efeitos da rotacao da Terra. Para pequenos afastamentesgtital local, o péndulo de Foucault
€ um caso particular de um péndulo conico visto do refeadgirante, e a Eq[(56) neste caso
se |é:

&2 (1) d2' (1)

- 2 2 / _
A2 "‘2197"‘(0) —Q)z(t)—O,
onde, como antes) & o modulo da velocidade angular do referencial giranteedatao ao
referencial fixo (fixo, por exemplo, em relacao as es¢rdlatantes) @ = /g/¢, & a frequéncia

angular do péndulo conico. A solucao desta equad@oeticial € imediata:

Z/(t) =C ei(w_Q)t +Cy e_i(w+9)t,
onde(; e C, sao duas constantes complexas. Convém rescrever @golagorma:
Z/(t) — e—iQt (Cl eiwt + C2 e—iwt) — e—iQt Z(t)

Identificando as partes reais e imaginarias em ambos os theba equacao escrevemos:
z'(t) \ [ cosQt sent x(t) (59)
y'(t) )\ —senQt cosQt y(t) )’

ondez(t) e y(t) sao as solu¢des que obtivemos anteriormente para aljpeodhico em um
referencial inercia, a saber:

Vox
x(t) = xocoswt + —senwt,
w

(¥
y(t) = yo coswt + —2serwt.
w
Consideremos agora as condi¢des iniciais contidas hagh&s acima:

z(0) = zo, y(0) =yo, ©(0)=1vos, ¥ = Voy -

Observe que a Eq[_(59) mostra qu&0) = x(0) = x¢, ey’(0) = y(0) = yo, pois 0s dois
referenciais estao coincidem quande 0. Por outro lado, o leitor podera demonstrar que as
velocidades iniciais nos dois sistemas estao relaci@aeaia

'(0) = Qy(0) + (0),

#'(0) = —Qa(0) + (0.
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Exercicio 29 Comprove esta Ultima afirmaca&ugeséio: derive a Eqg. [(59) em relacao ao
tempo e faca = 0. [ ]

Para o péndulo de Foucault escolheremos as seguinteg@esdiiciais:

x(O):Z’O’ y(o):yOZO jz(o):UOx:Oa y:'UOy:O-

As solucdes no referencial girante entao assumem a fparigular:

z'(t) = xy cos Qt coswt, (60)

y'(t) = —xo SENt coswt. (61)

A Figural27 ilustra as solugdes para trés casos espePiia a trajetoria superiar,= 2 rads/s
e() = 0,5rads/s. As trajetorias inferiores correspondem a um ylérdk Foucault na latitude
90° (polo Norte) con¥ = 24 m, e tempos de observacao iguaiélae 84600s. Em todos os
casosyy = 1m.

O mobdulo da velocidade angular do referencial girante nidpela latitude e € dado por:

360° o
2= 51n 5™ = 36200

onde )\ é a latitude na qual o péndulo & posto a oscilar. Esta @idea com que o “chao”
gira em torno da vertical local. Por outro lado, o plano eaitde oscilagao do péndulo per-
manece invariavel em relacao ao referencial fixo (digamas estrelas distantes) somente nos
polos. No equador da Terra, o plano horizonta)’ nao gira. Em latitudes intermediarias, o
plano de oscilagao precessa no sentido horario no hemasforte, e no sentido anti-horario no
hemisfério sul.

seni,

O deslocamento angular do plant,’ € dado por:

360°
A Y = m Sen)\ At

Se supsuremos qu& ¢ = 360°, entdo um giro completo do plandy’, que corresponde a
um giro completo no sentido angular oposto do plano de qsolao péndulo, se da em um
intervalo de tempo igual a:

~ 24h
- sen)\’
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-0.001

-0.002

-0.003

-0.004

Figura 27: Trajetorias de um péndulo de Foucault do poetwidta do referencial girante
construidas com as Egk.[60) el(61).

No enlace a sequir, o leitor encontrara um pequeno filme deé@nmdulo de Foucault que se
encontra nddouston Museum of Natural Scieneen Houston, Texas, EE.UUP&ndulo de Foucault


http://www.youtube.com/watch?v=nB2SXLYwKkM
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Schema huiuspramiff divifionis Sphararum .

Figura 28: Claudio Ptolomew Q0 A.D. -168A.D.) . (llustracao Wikipedia)

3 O Sistema Solar e o problema de Kepler

3.1 De Ptolomeuas leis de Kepler

Durante aproximadamente mil anog\magestqA Grande Compilacao) escrito pelo ma-
tematico, astrdbnomo, geobgrafo, e astrologo alexand@laudio Ptolomeuc(90 A.D. - 168
A.D.) serviu de referéncia obrigatoria no Isla e na Earopedieval no que diz respeito ao fun-
cionamento do Sistema Solar. O livro retine as principassaleertas da astronomia grega e
contribuicdes originais do autor. Grosso modo, no modekmologico de Ptolomeu, a Terra
€ uma esfera imovel que ocupa o centro do cosmos. O reiegteglhabitado por Deus e
pelos eleitos, localiza-se na esfera mais externa. Ostpkoeupam esferas intermediarias
na seguinte ordem a partir da Terra: Lua, Merclrio, VéouSpl, Marte, Jupiter e Saturno.
O modelo & complementado pela esfera das estrelas dstéirgs em relacao a sua propria
esfera, pois as estrelas, ao contrario dos planetas, msge@onjuntamente e seu brilho & cons-
tante, veja a Figura 28. Na verdade, o modelo ptolomaico i8 otanplexo do que a sua
cosmologia faz crer. O movimento dos planetas em relagberra parece erratico. Em parte
do ano um planeta parece mover-se para tras, movimentgaeln, (veja uma animacao em
Models of Planetary Motion). O brilho ndo & igual para todos sugerindo que a distéadierra
varia de planeta para planeta. Para dar conta do brilhawerile um planeta, os astronomos
gregos postularam uma trajetéria circular para este, erelgle, centrada em um ponto cha-
mado excéntrico. A Terra fica deslocada em relacao aengricd de uma distancia. Para
dar conta do movimento retrbgado, o astronomo gregorkldpatroduziu o conceito de epici-
clo. No modelo de Hiparco, o planeta descreve um movimerdolar em torno de um ponto


http://faculty.fullerton.edu/cmcconnell/Planets.html#2
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sobre a deferente e este ponto move-se sobre a deferentanposigao desses movimentos
circulares é capaz de explicar as principais caraat&isilo movimento retrogado. Observe que
esses modelos efetivamente tiram a Terra do centro do Co$tamsdar conta de observacoes
posteriores mais precisas, Ptolomeu modificou estes noddloduzindo um outro ponto, o
equante, situado a uma distancia igual a distancia da &erexcéntrico, de modo tal que este
passa ser o ponto médio entre a Terra e o equante, veja aB@ukovimentos circulares com
velocidade constante eram exigéncias comuns na astrarggega. Em relacao ao equante, o
centro do epiciclo tem movimento circular uniforme. O madd¢ Ptolomeu funciona dentro
dos limites impostos pelas observacdes a olho nu digp@ma época e teve vida longa.

Epiciclo
-———

/ \
‘| Planeta

Sol

Deferente Deferente

Excéntrico

Excéntrico

(@) (b)

Figura 29: (a) Modelo do ponto excéntrico para o Sol. (b) Mcagao de Hiparco para dar
conta do movimento de um planeta: o epiciclo.

A propo6sito, o modelo de Ptolomeu fornece um exemplo scdigti da cinematica no plano
complexo.E possivel, por exemplo, descrever a 6rbita de Marte emgd@ela Terra e fazer um
grafico das solucdes paramétricas das equacdes deneTdo.
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Epiciclo

—-—-

Planeta

Deferente

E

Terra Excéntrico Equante

Figura 30: Modelo de Ptolomeu para o movimento dos planetas.

Nicolau Copérnico (1473-1543), astronomo renascen(ettre outros oficios), foi o pri-
meiro a apresentar um sistema heliocéntrico, isto €, foiroeiro a remover a Terra do centro
do cosmos. Discrepancias entre as observacoes e o nud&maico levaram-no a propor
o modelo heliocéntrico. Copérnico apresenta seu modelduwas obras: a primeindicolai
Copernici de hypothesibus motuum coelestium a se cofstinmentariolupu Commenta-
riolous (Breves comentarios) & uma descri¢cao suscinta do mdulocéntrico, a segundze
revolutionibus orbium coelestiuiBobre as revolu¢des das esferas celestes) € uma,descric
completa do modelo. Como no caso do modelo de Ptolomeu,rajgesaa cosmologia aparen-
temente simples, os detalhes do modelo de Copérnico saplexos, mais complexos do que
0 modelo de Ptolomeu, na opiniao dos especialistas. O ma#eCopérnico também faz uso
dos epiciclos e sua representacao usual, veja a Highreo81nduz ao erro.

O modelo de Copérnico foi contestado pelo astronomo igo@sdinamarqués Tycho Brahe
(1546-1601). A grande contribuicao de Brahe a astroadaram os seus dados observacionais
coletados ao longo dos anos. Os instrumentos encomendad8sghe conjuntamente com
seus esforcos e meticulosidade elevaram a astronomiavabgmal a olho nu dos planetas e
das estrelas ao seu ponto maximo. Gracas aos dados deflBmhelaro que os modelos de
Ptolomeu e de Copérnico nao andavam de maos dadas comasagbes. Nos Ultimos anos
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Figura 31: Nicolau Copérnico (1473-1543) e o0 modelo hélddco. (llustracdes Wikipeadia)

de sua vida, Brahe contou com Johannes Kepler (1571-1638) habilidades matematicas
eram necessarias para fazer avancar o seu proprio nhadepder, defensor do heliocentrismo,
aos 25 anos havia publicado um livro no qual apresentava utelmbeliocéntrico que relacio-
nava as distancias dos seis planetas do modelo de CopéNtéacirio, Vénus, Terra, Marte,
Jlpiter e Saturno, com os cinco solidos regulares. O® @alidos regulares separavam as seis
orbitas planetarias circulares. Impressionado coméfaepteu trabalho, Brahe o convidou para
participar de uma colaboracao, embora visse nele umaigbotencial.

Apb6s a morte de Brahe, Kepler conseguiu com muito esforgabdidade ter acesso aos
seus dados observacionais. Fiel a promessa que fizera a Beaimplementar o modelo
(geoceéntrico) deste, dedicou-se a tracgar circulosj@ps, equantes e excéntricos na tentativa
de ajustar o modelo tebrico aos dados experimentais quanalgobservador havia registrado
sobre o planeta Marte. Depois de varias tentativas, Keyjglesegue um ajuste que esta em
desacordo com os dados de Brahe em apenas oito minutos deEateodiscrepancia estava
dentro dos limites aceitaveis na época para obsersadého nu, pois o telescopio ainda nao
era de uso corrente na astronomia. Mas Kepler conhecedaratidage dos dados de Brahe, e
ele proprio um copernicano, renega o resultado final e d@asso decisivo: deixa de lado as
trajetorias circulares e suas combinacdes e tenitaérbvais e finalmente a elipse. Em 1609
enuncia duas das trés leis do movimento planetario qaeni@/seu nome, a lei das orbitas e a
lei das areas, e em 1618 descobre a harmonia escondidebdas planetarias, a terceira lei ou
lei harmonica, e a publica em 1619.
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Figura 32: Tycho Brahe (1546-1601) e Johannes Kepler (153D). (llustragdes Wikipeadia)

Eis entao as leis empiricas de Kepler para 0 movimentefiaio:

(i) Lei dasorbitas (1609) A 6rbita de um planeta em torno do Sol € uma elipse e 0 Sal est”
em um dos focos dessa elipse.

(ii) Lei dasareas (1609) Um segmento de reta que une o Sol ao planeta em sua Orbita em
torno deste varre areas iguais em intervalos de tempasiguai

(i) A'lei harmbnica (1619) O quadrado do periodo orbital do planeta & proprocionalbo
de sua distancia média ao Sol.
T? = ka’.

A tabeld3.1 ilustra a terceira lei para alguns planetas.

Planeta | Raio da orbita (em U.A.) Periodo (em dias) r*/T? x 107° (U.A.)3/(dias}
Mercario 0,389 87,77 7,64

Vénus 0,724 224,70 7,52

Terra 1,000 365,25 7,50

Marte 1,524 686,98 7,50

Jupiter 5,200 4 332,62 7,49

Saturno 9,510 10 759,20 7,43

Tabela 1: Terceira lei de Kepler
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Um dos grandes resultados da mecanica newtoniana obtelosppoprio Newton & a
demonstracao de que as leis de Kepler podem ser dedupdasrala mecanica e da gravitacao
universal newtonianas como veremos a seguir.

3.2 Forgas centrais

Forcas centrais sao forcas que dependem somente daai@st’ao centro de forca. Um
ponto importante em relacao as forcas centrais € qageacginservam o momento angular. De
fato, vetorialmente, uma forca central se escreve:

F = f(r)eé,.

Por outro lado, 0 momento angular de uma particula de masg# se move com velocidade
v nesse campo de forca & dado por:

{=mr Xv.

onder é vetor de posicao da particula em relagdo ao centforga. Se agora calcularmos a
variagao temporal instantanea do momento angular \@seme esta & nula, isto é:

e

i
Isto significa que 0 momento angular determina um plano i@wvel sobre qual a particula se
move, em outras palavras, a conservacao do momento amgdi&z o movimento sob a acao
de uma forca central a um problema bidimensional.

0.

Em notacao complexa, uma forca central se escreve danseguaneira:
~ Z
F(z) = f(I2])

2]

ou ainda,

F(z)=f(lz]) e’ = f(r)e”. (62)

Fazendo uso da Ed._(13), as equagdes de movimento de utiallgade massa: sob a acao
de uma forca central se escrevem:

m [% —r (2—?) ] e = f(r)e”, (63)
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dr df a0y . .
2— — +r—1 i = 0. 64
m[dtdt—krdt?}w 0 (64)
Mulitplicando esta Gltima equacao par
drdf — ,d*0
27"@& —+r w = O,
ou,
d [ ,do
Segue que:
de
22 ¢ 65
o =C. (65)

ondeC, como veremos em breve, & uma constante real positivaageéata com o momento
angular da particula em relacao ao centro de forca. ddsiareas de Kepler segue deste fato,
COMO veremos a segulir.

3.3 Aleidasareas

A lei das areas de Kepler & uma das consequéncias daisiresfierica da forca central.
Suponha que em um intervalo de tempo muito pequ&hom corpo esteja sob a acao de uma
forca central. Neste intervalo de tempo, o corpo descrevgequeno arco de circulo que
podemos aproximar por um segmento de reta, veja a Higlira 38ea\do triangul@® P(Q é
dada por:

_ base Xaltura_ rh
B 2 2
Comoh = (r + Ar)senAd = (r + Ar) Af, segue que:

AA

AA%T(T+2AT)A9.

Dividindo ambos os lados desta equacaofoe tomando o limiteAt — 0, obtemos:

dA 1 ,do

at 2 dt
Masr?2 df/dt € uma constante de movimento, 0 momento angular por unittadessa, como
veremos mais adiante. Portanto,

dA

t

el Q)
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Figura 33: Lei das areas.

Dados dois intervalos de tempo— ¢, e t, — t3, as areas varridas pelo segmento de reta que
une o Sol fixo em um dos focos da elipse ao planeta em movimaojeespectivamente:

AAl = C(tg — tl), AAQ = C(t4 — tg).

Portanto, se os intervalos de tempo forem iguais, segudataatente qué\A; = AA,. Note
gue este resultado nao depende da forma explicita da ¢erttral.

3.4 Momento angular em nota@o complexa

Como se escreve 0 momento angular em notacao complexapdsta € simples: fazemos
uso da definicao de produto vetorial entre duas granderaplexas:

(=" 0 — 207, (66)
21

Para que esta definicao esteja em concordancia comrmaidméa forca central, 0 momento an-
gular em notacao complexa deve ser, como seu analogealetona constante de movimento.
Vejamos:

al  m . m

—=—(0"v+zZra—00" —za") = — (2Fa— za").

dt 21 ( ) 2 ( )
A equacao de movimento para uma particula de mass®mb a acao uma forca central se
escreve:

- z
ma = f(r)—,
2|
Observe qu¢ (r) & uma funcéo real da variavel reak |z|. O complexo conjugado da equacao
de movimento se escreve:
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*

z

ma* = f(r)—.
2]
Segue imediatamente que:
dl
— =0.
dt
Na representacao polar, a Elq.1(66) se escreve:
~ de
0 =mr*—.
mr dt

P == —. 67)

Exercicio 30 Mostre que na representacao cartesiana:

0= m(xy — dy),

3.5 Adrbita eliptica e a lei do inverso do quadrado

Relembremos os aspectos mais importantes da geometrigsia élonsidere a Figural34.
A elipse € definida pela relagao:

r+r' = 2a,

ondea € o semi-eixo maior da elipse. Os ponito® '’ sao osfocosda elipse e a distancia
entre eles vale:

FF' = 2ea,

ondee, aexcentricdade & um nimero real positivo entfee 1 que mede o quanto a eIipBe
se afasta de um circulo. Considere agora o triangutd’’. Fazendo uso da lei dos cossenos
temos

2A elipse enquanto curva suave e fechada & uma curva de Jordan
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Figura 34: A geometria da elipse.

r"? =r? 4+ (2ea)? — dear cos .

Por outro lado,

(r+r')? = 4a*.

Com essas duas relacdes e a relacao que define a elipsag@®dliminar’ e obter a equacao
da elispse como uma relacao entred:

_a(l—¢€)
1 —ccosh’

r(0)

A Eqg. (68) nos da a representacao em coordenadas pldaepala elipse. Observe que a
origem esta no focé’ (onde mais tarde colocaremos o Sol!).

(68)

Exercicio 31 Obtenha a relagao acima. [ ]

Considere agora o trianguldO(@). Pelo teorema de Pitagoras temos:

ou ainda:
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Segue que podemos escrever também:

% = b%(l —ecosb).
Fazendo uso desta relagao podemos mostrar que se unmeptaovd-se em uma oOrbita eliptica
sob a influéncia de uma forca central gerada pelo Sol qéeesstum dos focos da elipse,
digamosft’, esta forca central & proporcional ao inverso do quadiadbistancia entre o planeta
e o0 Sol. De fato, & possivel mostrar que a aceleracaalrgdir Problema 7) em uma Orbita
eliptica &€ dada por:

aC?
Cp2r2’

onde, como vimos anteriormenté,= ¢/m, & o momento angular por unidade de massa.

a, =

Exercicio 32 Mostre que a excentricidade pode ser escrita nas formas:

Tmax = Tmin |

€ = ;
Tmax + T'min

comb < aq. [ ]

3.6 A energia meanica e aodrbita eliptica

I
E:§m|v|2+U(|z|). (69)
Para o oscilador harmonico istropico a energia potesei@screve:

1 1
U(lal) = 5n el = g2,

e para o problema de Kepler:
GMm GMm
U(l2) = ——— = -

|2 zz*

A forca complexa associada com a energia potencial é:
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F(z)=-2 (70)

e 0 seu complexo conjugado:

(71)

Lembrando que:

o oo — (L) 1o (%)
R 7 dt )’

podemos escrever a energia mecanica como:

1 (dr\? 1, [(do\’

Lembrando também que:

Ll _ €
at  m’
podemos rescrever a energia mecanica na forma:
1 dr\ 0?
E=- — —— + U(r). 72
Zm(dt> +2m7"2+ (r) (72)
E conveniente definir a energia potencial efetiva:

2

Ues (1) i= 5 + U (). (73)

A Figural[3% mostra o grafico da energia potencial efetiva.

No caso de uma Orbita eliptica, o potencial efetivo sessgcr

2 GMm
omr?2
onder = |z|. Quando- = r,,, a velocidade radial & nula, isto@:/dt = 0. Portanto, a energia
mecanica se escreve:

Uer =

9

2 - GMm

2mr?

max T'max

E =



Notas de aula TORT 2/2010

Uef(r) A

61

Figura 35: Energia potencial efetiva (curva em azul).

Comor,, = a(l + €), podemos escrever:

GMm

Ulrma) = _a(l +e€)’

52
" 2ma(l+e)
Por outro lado, a area da elipse pode ser escrita como:

Ucentrifugo( rm'ax)

mab=—"1T,
2m
ondeT & o periodo do corpo na orbita eliptica. Segue que:
2mmab
(=
T

Lembrando também qué? = a*(1 — €%), obtemos:




Notas de aula TORT 2/2010

Ucentrifugu(rm'ax) - QCL
Segue gue a energia na Orbita eliptica se escreve:

GMm

E—
2a

Exercicio 33 Obtenha a EqL(74).

_ GMm

62

(74)

O resultado dado pela Ed._(74) significa que todas as Omdifgticas de mesmo eixo maior

2a e o circulo de rai@a tém a mesma energia.

Figura 36:Orbitas e elipticas e circular com a mesma energia meganic

Exercicio 34 A excentricidade da orbita da Terra em torno do Sol vale@’0Calcule a razao
entre as velocidades maxima e minima da Terra em suadRESposta: v,,./vVmn ~ 1, 034.

3.7 Aterceira lei de Kepler e a Gravita@o Universal

O conhecimento de que a aceleracao radial € proporaonaverso do quadrado da distancia
ao centro de forca € suficiente para deduzir a terceirzlKeler. Vejamos como isto acontece.
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A area de uma elipse & dada por:

A = mab.
Por outro lado, a lei das areas pode ser escrita como:
dA  C
2’
logo,
C 2mab
b=—=—T, = C= .
mwa 9 y T

A aceleracao radial (véProblema 7) em uma 6rbita eliptica € dada por:

_a C?
CLT - b2T2 I
assim, substituind@’ nessa expressao:
B 4m2a?
O = "
De acordo com a terceira lei de Kepler:
4m2a? K
T2 7
ondeK & uma constante real positiva. Portanto, pela segunda eed/iton:
K
F,=ma,=-—m —-
T

A terceira lei de Newton do movimento exige diieseja proporcional a masda que podemos
considerar como o centro de forca da forca que atua sabitesde que a condicadd > m
seja obedecida. Escrevendo= GM, temos:

GMm

F, =
rz

ondeG € uma nova constante, a constante de Gravitacao Unlieeljsavalor aproximado é:

G~6,67 x 107" N-m?kg™2.

Segue imediatamente que:
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Portanto, ao igualar as duas expressoes que temos palerag@e radial obtemos:

a*  GM

T2 4x?°
Portanto, a constani€ na terceira lei de Kepler valg M/ (4r?).

Figura 37: Gravitacao Universal.

Exercicio 35 Observacdes astrondmicas revelaram a existéncia g@vorplaneta no Sistema
Solar, o planetX a uma distancia dé U.A. do Sol. Calcule em anos terrestres a duracao do
ano no planetX. Resposta:8 anos terrestres. [ |

Exercicio 36 O periodo de revolucao de um planeta em torno do Sol é€ 8@Adas terrestres.
Calcule sua distancia ao S&esposta:25 U.A. [ |

3.8 A dinamica daorbita eliptica

Fazendo uso da conservacao do momento angular, a eqdagaovimento radial se es-
creve:
d’r 12 GMm

m g
dtz2  mr3 rz

ou ainda:

d*r 2 GM

dt2 m?2p3 r2
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Introduzindo a mudanca de variavel= 1/r, temos:

dr d <1)_ 1 ds 1 dsdf

dt — dt \s s2dt - s2dfdt
Mas da conservacao do momento angular temos:
@ _C
dt — r?’
logo;
dr ds
@~

Da mesma forma:

d*r d (ds d (dsdf , o d%s
zﬁ——ca(@)——0@<@a)—*?8@?

Lembrando qu&’ = ¢/m, segue que a equacao de movimento radial pode ser resumitat

d*s(0) G Mm?
e +s(0) = PR (75)
Exercicio 37 Complete os detalhes e obtenha a Eql (75). [ ]

A solucdo da Eq.[(75) é dada pela combinacao linear legdo da equacao diferencial
homogénea associada e da solu¢ao particular, isto é:

s(6) = sn(6) + 50(6),

onde:
sy(0) = B cos (0 + ),
e V2
s,(#) = constante= gzm
Portanto,

_ GMm?

s(0) = 2

+ B cos(0+ ),

ou ainda:
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1

r(0) =
GMm? + B cos (6 + 3)

€2
A forma da solucao remete-nos a equacao da elipse nafpolar com a origem em um dos
focos:

a(l —€?)
)= ——=.
r(6) 1 —¢€cosb
Escrevamos nossa solucao pafé) de uma forma mais apropriada para a comparagao que
faremos:

02 /G Mm?
ro) = — L)
1+ m COS (‘9 + 6)
A simetria da elipse sugere que facantos 0. Para determinar a constarféee a excentrici-
dadee em funcao das constantes fisicas que temos ao nosso t#igpmos:

2 62
@« (=€) = Gapme

e
 GMm?’

—€

Segue que:

62
GMm?2a’
E mais conveniente eliminar o semi-eixo maioda elipse e expressar a excentricidade em
funcao das constantes de movimento do problema, o0 moraegtdar e a energia do problema.

Lembrando que para a elipge< ¢ < 1, e que o modulo da energia mecanica na Orbita eliptica
se escreve:

=1

| |_GMm

2a '
podemos escrever a excentricidade como:
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202 |E|
V' e (76)
A equacao da oOrbita eliptica se escreve:
2 2
r(0) = (0?/GMm?)

1—e€cos@’
come dado pela EqL(76). A orbita circular £ 0) & um caso particular da Eq.(77).

(77)

O tratamento dado aqui a orbita eliptica pode tambérdado as orbitas parabolicas=
1) e hiperbélicas{ > 1), como vocé podera mostrar resolvendoRwsblemas 17, 18e o
Problema 26

Exercicio 38 Obtenha a Ed._76). n

Este resultado vale partd > m. Se M e m s&o comparaveis temos que lidar com o
problema de dois corpose algumas modificacdes devem ser feitas. Por enquantm@sta
pensando em problemas em gueocupa um dos focos da elipsere& um corpo de prova
como por exemplo, o sistema Sol-Terra, ou o sistema Tetéditeanrtificial.
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Problemas

Alguns aspectos formais

Problema 1 Forca e energia potencial no plano comple8aponha que a energia potencial
do sistema que vocé esta estudando seja uma funcée geisto é:U = U(x,y). Comozx ey
podem ser expressos em funcac:dez*, vocé pode fazer uma mudanca de variaveis tal que:

Uz, y) — Ul(z).
Esse sera o nosso ponto de partida para obter a forca (exa@ partir da energia potencial
(real).
(i) Mostre que:

*

2+ 2 z—z
2 2i

T

(i) Mostre que o gradiente dé(z) se escreve:

ou ou\N . [(oU oUY\ .
VU_<E+8z*) X+Z<§—8z*) '

(iif) Aplique o resultado acima a energia potencial do lagtmr harmonico isotropico bidimen-
sional:

1
Ulz,y) = 55 (2" +v°)
e mostre qué’, = —kx, e Fy = —Ky.

(iv) Agora suponha que vocé queira escrever a forca (cexaplcomo:

F=-VU(2).
Faca as substituicogs— 1 ey — i na expressao obtida no item (i) e mostre que:
= ,0U(z)
F(Z> - _2 az* ’
¢ ou
Fr(z) = 220

0z
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(v) Aplique os resultados do item anterior a energia postio problema de Kepler:

GMm

2|

Uz) = —

Y

Problema 2 Use os resultados do penultimo item do problema anterrarmpastrar que:

- / (Fa(,y) dz + Fy(x,y) dy) = [U(B) — U(A)

ondeA e B sao dois pontos fixos do plano complexo.
Problema 3 Na teoria classica de campos, um campo de fofgas é conservativo se:

VxF=0.

Qual sera o analogo no plano complexo dessa relacao®révspse dada uma forca complexa
F(z) esta sera conservativa se:

OF (2) B OF*(z)
dz Oz
Sugestao: use o resultado do problema anterior e o teoren@xekn no plano. Aplique o
resultado as forgas:

F(z) = —kz, O.H. isotropico

- GMm z

F(z) = —W, Gravitacdo Universal
z

Problema 4 O teorema trabalho-energia datica no plano complextostre que no plano
complexo, o teorema-trabalho-energia cinética se escrev
m . 2 ~ 2
Wap = 5 (|os]” = [04]7) ,
onde:

Wap = /A i (F(z) d" + F*(2) dz) .

Agora mostre que s&(z) é obtida a partir de uma fungao potendidk), a energia mecanica
no plano complexo & uma constante de movimento.
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O oscilador harmonico simples

Problema5 Na Figurd38temos alguns exemplos de sistemas que podeseafaeoscilacdes
periodicas: um tubo em U, um trilho circular, trilho paotibo, trilho em forma de V, e uma
partiicula que se move no fundo de umatigela. Em que coesligavera oscilacdes harmonicas
simples?

Figura 38: Exemplos de sistemas que podem apresentar maoesy@eriodicos.

Problema 6 Uma abordagem alternativa ao oscilador hanico Considere a equacao dife-
rencial linear de segunda ordem que governa o movimento aesaitador harmonico de massa
m e constante elasticasob a acao de uma forga resistiva linear na velocidaderdaaf—b:.

d*z dx 9
a2 e =0,
onde2y := b/m ew? := k/m.

(a) Escreva uma solucao da forma

z(t) ="y (t),

ondel € uma constante a ser determinada, substitua na equég@mndial acima e elimine
o termo emy impondo uma relacao entree v. O resultado deve ser uma equacao mais
simples da forma:

d?y
ﬁ +ay = 0,
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ondea € uma constante real que dependesgle .

(b) Agora obtenha a solucadt) para o oscilador subamortecido;> 0.
(c) ldem para o caso amortecido< 0.

(d) ldem para o caso superamortecides 0.

Problema 7 Uma particula de massamove-se ao longo do eixo cartesiansob a influéncia
do potencial hiperbolico (veja a Figural 39):

Fi
U(z) = =2 cosh(az),
a
ondeF; e a sao constantes reais positivas.
(i) Calcule aforca que age sobre a particula.

(i) Obtenha uma expressao aproximada para o potenciapeguenos afastamentos da posi¢ao
de equilibrio.

(i) Calcule o periodo das pequenas oscila¢cdes em tdorfmonto de equilibrio.

(iv) Ainda na aproximacao para pequenos afastamento®siadm de equilibrio, calcule os
pontos de retorno para um valor ddélda energia mecanica.

<y

Figura 39: Aproximacao parabolica: a curva tracejadan@ parabola.
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Problema 8 Considere o sistema massa-mola e o fato de que na ausératialea energia
mecanica & uma constante de movimento.

(i) Suponha gque o afastamento maximo da posicao, ig@é)plitude, seja igual. Mostre
queE = k A?/2, ondex & a constante de mola.

(ii) Calcule o periodo das oscilagdes do sistema usareleggia mecanica como constante
de movimento.

Problema 9 O.H.S.Uma carga elétrica puntiforme de valpe massan € forcada a mover-se
ao longo do eixo cartesianp> 0 sob a acao do seu peso e de uma forca coulombiana gerada
pela interagao com uma carga puntifor@aele mesmo sinal, fixa na origem.

(a) Calcule a altura de equilibrio da carga

(b) Suponha que a cargasofra um pequeno deslocamenipa partir do equiibrio. Determine
o0 periodo das pequenas oscilagdes da carda) e

ir

Q

Figura 40:

Problema 10 O oscilador inversdConsidere um sistema dinamico que obedece as equacdes
de movimento:

d’z o d*y o

az az ~ Y
ondew? & uma constante. Este sistema peculiar & chamado ‘oscitaerso’.
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(a) Mostre que a equacao de movimento do oscilador invergdano complexo se escreve:

d*z 9
ﬁ — Wz = 0
(b) Mostre que para as condigoes iniciai$d) = x¢ + iyo, 0(0) = v, + ivy,, a solu¢ao da
equacao de movimento se escreve:

z(t) = x(t) +iy(t),
onde:

Vox .
2(t) = xy coshwt + — sinh wt,
w

y(t) = yo coshwt + Y% ginh wt,
w

Problema 11 Resolva o problemade uma particula de massabmetida a lei de Hookerx z,

€ a um amortecimento @egativq isto é: f = +bmz, ondeb &€ uma constante real positiva,
usando a notagao complexa. Depois de obtey, obtenha a velocidade e a aceleragao da
particula.

Problema 12 Considere um péndulo simples constituido por uma massaspensa por um
fio inextensivel de massa desprezivel. A outra extreneidkdfio esta presa a um ponto fixo,
veja a Figura 4l1. Despreze o atrito no ponto fixo e a resi&hziar. As condi¢des iniciais sao:
0(0) = Ay, eA(0) = 0. Suponha pequenos afastamentos da vertical.

(a) Determiné(t).
(b) Obtenhd&(t) para o caso em que o péndulo esta submetido a uma forgtv@siada por:

do

— b=
f 7

ondeb & uma constante real positiva.

Problema 13 O.H. forcado sem atritttma carga puntiforme de valgre massan € obrigada
mover-se ao longo do eixo. Uma segunda carga puntiforme de valor iguat@ & mantida
fixa a uma distancia perpendicul@rdo eixox. Desconsidere os efeitos do atrito.
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ponto fixo

Figura 41: Péndulo gravitacional.

(a) Escreva a equacao de movimento para a garga

(b) Mostre que a equacao de movimento da cagrgera pequenas oscilacdes em torno da
posicao de equilibrio da cargase escreve:

4w =0,

onde

/

2 q9q

W= —.
4egmD?3

(c) Um campo elétrico uniforme no espaco, mas variaveengo dado por:

E(t) = Ey cos wt X,

é aplicado a carga oscilante. Determir(e¢) e a poténcia média fornecida a carga pelo
campo elétrico.

(d) Faca um esboco do grafico da poténcia média foraecid
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°
8 \J

Figura 42:

Figuras de Lissajous e o pndulo de Foucault

Problema 14 Mostre que no problema do péndulo de Foucault, as compaotesndas ve-
locidades no referencial girantg, v, e no referencial fixoy,, v,, se relacionam de acordo
com:

vi(t) ) Q —senQ)t  cos x(t) L[ cos Qt  sent vz (t)

vy(t) ) —cosQt  —sent y(t) senQt cos Ot v,(t) )
Relacione as condi¢des iniciais nos dois sistemas e exgpgé para as condi¢oes iniciais discu-
tidas no texto:

v, (0) = Qy(0) + va(0),
v, (0) = =Qxz(0) + v,(0).

Problema 15 No texto, obtivemos as solu¢cdes das equacdes de motarpama o péndulo
de Foucault no referencial girante relacionando-as conolag@s no referencial fixo. Outro
modo de obter essas solucdes € resolver até o fim aagdderencial:

d? (t d (t

1) | 900210
dt? dt

gue descreve o sistema no referencial giraBte.que vocé deve fazer nos itens a seguir.

+ (W= Q%) Z(t) =0,
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(a) Mostre explicitamente que a solucao complexa da gguede movimento no referencial
girante & dada por:

(b) Mostre que dadas as condi¢des iniciais no referegaiahte: z'(0) = z; = z{ + iy}, e
9'(0) = 0y = vy, + ivy,, as constantes complexas se escrevem:

2w 2w
w—Q U
Cg—( 50 )zé%—zﬁ

(c) Mostre que as partes real e imaginaria da solucao uacég de movimento no referencial
girante se escrevem:

!/

w v4 wy v
") = | ZLal+ 2 t4 [ ==Lyl + 222 ) senw, ¢
z'(t) 2wx0+ 50 coswyt + wao—l— % n

/ /

+ Yol = 2% cosw t+ &y'%—vﬁ senw_t
207 2w - 2w7° " 2w -

w v w Vg
') = =yl 4+ 22 ) coswit+ [ ——z) + -2 ) senu. t
y() 2wy0 2% W 2w$0 %0 +
/

b (g b b (=g D) sen_t
— —= ] cosw_ -z — _t,
2wy0 2w 2070 2w

ondew, :=w+ Q, ew. =w — .

Gravitacao newtoniana

Problema 16 Mostre explicitamente que as forgas centrais:

~ _GMmi GMm

z = = ——2,
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conservam 0 momento angular complexo em relacao ao ceafiarca.

Problema 17 Mostre que a aceleracao da gravidade na superficie de &moximadamente
28 vezes maior do que a aceleracao da gravidade na supddiTerra. Uma erupcao solar pode
atingir alturas colossais pelos padrdes terrestres.Fsg@rgado que uma dessas erup¢os atingiu
uma altura de 161.000 km. Estime a ordem de grandeza dadattfeccom que a matéria foi
ejetada da superficie do S®lesposta:~ 185 km/s.

Problema 18 oOrbitas eipticas e a lei do inverso do quadradd&Suponha que vocé, como
Kepler, por meio de medidas cuidadosas tenha chegado ausé@nadfjue a orbita do planeta
gue vocé esta estudando & uma elipse e que o Sol esta ewsuiocds dessa elipse. Suponha
também que a forca que o Sol exerce sobre o planeta depeméate da distanciado planeta
ao Sol. Mostre que a aceleragao radial do planeta é prigpad al/72. Sugeso: use a
relacao:

1 a
o= ﬁ(l —ecosb),
e a expressao para a aceleracao radial dada no textall€#lc/dt* e use o fato de que para

uma forga central, a velocidade areal & constante pateagubtermor(df/dt)?.

Problema 19 oOrbitas eipticas e a lei do inverso do quadradd&Suponha que vocé, como
Kepler, por meio de medidas cuidadosas tenha chegado ausé@onadfjue a orbita do planeta
gue vocé esta estudando & uma elipse e que o Sol esta ewsuiocds dessa elipse. Suponha
também que a forca que o Sol exerce sobre o planeta depeméate da distanciado planeta
ao Sol. Mostre que a aceleragao radial do planeta é priopad al/72. Sugeso: use a
relacao:

1 a
o= ﬁ(l —ecosb),
e a expressao para a aceleracao radial dada no textall€#lc/dt* e use o fato de que para

uma forga central, a velocidade areal & constante pateagubtermor(df/dt)?.

Problema 20 Orbitas paratblicas Por definicao, uma parabola & um conjunto de pontos do
plano que sao simultaneamente equidistantes de um poats fixfoco da parabola, e de uma
reta fixaD E/, chamadaliretriz da parabola, isto & = r’, veja a figura abaixo.

(@) Mostre que a equacao da parabola em coordenadasgabresr, ¢, com origem no foco
F' se escreve:
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D

Figura 43: A parabola: o pont® esta a uma mesma distancia do foco da parabola e de sua
diretriz

ondeq € a distancia entre o vértice da parabola e o fBc@®bserve que pela definicdo de
parabola|V F| = |AF]|.

(b) Se a parabola & uma o6rbita compativel com a Graatdgniversal, ela deve ser um caso
particular da solugao geral pas&) = 1/r(f). Mostre que ajustando as constantes de
integracao, a orbita paraboélica se escreve:

B 0%/ (GMm?)
1 —cosf

r(6)

(c) Mostre que a energia mecaniEana orbita paraboblica & zero. Observe que a excentrieidad
da parabolag, € igual a um.
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Problema 21 Orbitas hiperlblicas | Por definicao, uma hipérbole &€ um conjunto de pontos
do plano que satisfazem a relagdb— r| = 2a. Os pontos; e F;, sdo odocosda hipérbole, e
estao separados por uma distancia iguakiaondeec > 1 &€ a excentricidade da hipérbole, veja
a Figurd 44.

(@) Mostre que a equacao da hipérbole (ramo a esquemdaperdenadas plano polared,
com origem no focd; se escreve:

a(e? — 1)
)= A=)
r(0) 1+4+€cos b’

(b) Se a hipérbole &€ uma orbita compativel com a Gra&dgddniversal, ela deve ser um caso
particular da solugao geral pas&) = 1/r(f). Mostre que ajustando as constantes de
integracéo, a orbita hiperbolica se escreve:

2 2
r(0) = 2 /(GMm )’

14+ €ecosb
onde;:

2
+ GMm?a

(c) Mostre que a energia mecaniEana orbita hiperboblica & maior do que zero e se escreve:

e =14/1 > 1.

p— GMm
2a

(d) Mostre que a excentricidade da orbita pode ser esa@itarma:

_ [, _eeE
‘- m(GMm)?

Problema 22 Um satélite geoestacionario &€ um satélite artiificiaé gem o mesmo periodo
de rotacao da Terra e uma orbita aproximadamente ciroaldatitude do equador terrestre.
Sabendo que a distancia Terra-Lua vale aproximadamemtedterrestres e que o periodo de
revolucao da Lua em torno da Terra & de 27 dias, calculealjura// acima de um pont@
sobre a linha do equador terrestre o satélite deve seripoadn. Explique por que o satélite
deve ser colocado em orbita na latitude z&esposta H = 17/3Rg,.
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Figura 44: A hipérbole: o pont® é tal que a relagao’ — r = 2a € satisfeita.

Problema 23 [ Considere um planeta esférico de magt& raio R. Um foguete & lancado
com velocidade inicial igual a 3/4 da sua velocidade de esd@plcule a maior distancia acima
da superficie que o foguete & capaz de atingir nas segusittacoes:

(@) olancamento é radial;
(b) olangcamento & tangencial a superficie do planeta;

(c) Faca os graficos do potencial efetivo e da energiamnostdois casos.

Sugesho: use o fato que a energia mecanica e 0 momento angular satactes de movi-
mento. Despreze os efeitos da rotacao e da atmosfera netpl&espostas:(a) (9/7)R; (b)
(2/T)R.

Problema 24 [ Considere um planeta esférico de massa raio R. Despreze os efeitos da
rotacao e da atmosfera do planeta. Um satélite & landadsuperficie do planeta com uma
velocidade inicial de magnitudg formando um angulo de 30 graus com a vertical local. Ja
em Orbita, o satélite atinge a distancia maxima& #¢2 do centro do planeta. Use o fato que a
energia mecanica e 0 momento angular sao constantes dmemdo e mostre que:

3Adaptado de[]7]
4Adaptado del]7]
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5GM
Vg =1/ ———.

4R

Problema 25 A equao de Binet Mostre que de modo geral, para uma forca cerfirét):

F,(1/s) = —m C?s? (dij;? + s(e)) :

ondes = 1/r eC = ¢//m. Esta equagao & chamadaktpiacdo de Binet Teste a equacao para
uma forca que varia com o inverso do quadrado da distaadialrao centro de forca.

Problema 26 Suponha que gragcas a uma acao magica que nao nos cebir disetade da
massa do Sol desapareca instantaneamente. Suponhartajubé orbita do planefd em
torno do Sol antes deste evento espantoso seja circulatrévipge a orbita do planeta ap6s o
evento passa a ser parabolica.

Problema 27 Resolva a equacao de Binet e determine 0 movimento de wanatplde massa
m que orbita em torno de uma estrela de magsandem < M, sob a agao da forga central:

_GMm A

T
r2 r3

F(r)=

ondeA & uma constante real positiva.

Problema 28 Resolva a equacao de Binet e determine 0 movimento de wanatplde massa
m que orbita em torno de uma estrela de magsandem < M, sob a agao da forga central:
K

r3’

F(r)=

ondeK & uma constante real positiva.

Problema 29 Orbitas hiperlblicas I Como vimos antes, uma hipérbole &€ um conjunto de
pontos do plano que satisfazem a relag8o- | = 2a. Os pontost; e F;, sao osfocosda
hipérbole, e estao separados por uma distancia igdal,aondee > 1 & a excentricidade da
hipérbole, veja a Figufa #5. Mostre que a equacao daliofeem coordenadas plano polares
r,#, com origem no focd’ se escreve:

2
ale — 1
r(0) = ( ) 7
—1+e¢ecosf
Em que classe de problemas teriamos que considerar est@@®l Qual a energia associada
com esta orbita? Como se calcula a excentricidade?
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Figura 45: A hipérbole: o pont® é tal que a relagao— r’ = 2a € satisfeita.

Problema 30 O vetor de Runge-Lenz-Laplace no plano compl@xeetor de Runge-Lenz-
Laplace & definido por:

p x£

~

79

A —

m

ondep & o momento linear do corpo de prova de mass@u massa reduzida), £ € o seu
momento angular, @ = GMm.

(a) Mostre queA & uma constante de movimento do problema de Kepler.

(b) O analogo do vetor de Runge-Lenz-Laplace no plano cexo@e escreve:

A:px£+ﬁ(z+z)
m ]

Mostre queA & uma constante de movimento na formulac&o do problentéegier no
plano complexo.
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