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1 As origens da relatividade restrita

Formalmente, a teoria da relatividade restrita (TRR) nda@ssimetria aparente dos fendmenos
eletromgnéticos e da incompatibilidade entre a teortasteagnética de Maxwell e as transformacoes
de Galileu. Eis como Albert Einstein (1879-1955) inicia sgora historico trabalh&obre a
eletrodirimica dos corpos em movimefito

Como é bem conhecido, a eletrodinamica de Maxwell — talccela & usualmente
entendida no momento —, quando aplicada aos corpos em muanpeoduz as-

simetrias que nao parecem ser inerentes ao fendomenoidémise, por exemplo,
a interacao entre um ima e um condutor. O fendmeno wégel, aqui, depende
apenas do movimento relativo entre o condutor e 0 ima, asopgue o0 ponto de
vista usual faz uma distingao clara entre os dois cas@sguais um ou outro dos
dois corpos esta em movimento. Pois se 0 ima esta em reatére o condutor em
repouso, surge, nas vizinhagas do ima, um campo eé&tam um valor definido

de energia que produz uma corrente onde quer que estejalizddea partes do
condutor. Se o ima, contudo, estiver em repouso, enquaotmdutor se move,
nao surge qualquer campo elétrico na vizinhanca do fima&, sim, uma forca ele-
tromotriz no condutor, que nao corresponde a henhum enpegise mas que,

supondo-se uma igualdade de movimento relativo, dos ds@scda origem a cor-
rentes elétricas de mesma magnitude e sentido que as tasiuzo primeiro caso,
pelas forcas elétricas.

Figura 1: A corrente induzida no condutor & experimentabma mesma.

1Albert Einstein Sobre a eletrodiamica dos corpos em movimenpablicado enO ano miraculoso de Eins-
tein. Cinco artigos que mudaram a face dsida, Org. J. Stachel, Rio de Janeiro, Editora da UFRJ, 2001.
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Os dois casos mencionados podem ser resolvidos com a leildigéio de Faraday: a variacao
do fluxo magnéticad com o tempo induz no condutor uma forga eletromaftizm principio
também variavel no tempo, dada por:

dd(t)
E(t)y = ——=. 1
() =-— (1)
Se supusermos que o condutor tem uma resisté&cmtao a correntédt) induzida no condu-
tor sera dada por:

=29 - 120 @
O que chama a atencao de Einstein € que em um caso a fengaretriz {.e.: o fluxo variavel
no tempo) relaciona-se com o campo elétrico e no outro comnpo magético. Considere
primeiro 0 caso em que 0 ima esta em repouso e o conduta-serom velocidadé Neste
caso, o condutor move-se em um campo magnético nao-or@fanas independente do tempo.
A equacao de Maxwell pertinente se |é:

- 0B
VxE= 5 (3)

Mas o campo§ em um ponto do condutor nao depende do tempo, logo, nacégharecampo
elétrico induzido. Se houver campo elétrico, ele degeraeletrostatico para o qual sabemos
queV x E = 0. Portanto, a situacao & compativel com a Eh. (1). maspcse calcula a forca
eletromotriz? Acompanhando o movimento do condutor no ceenipdo pelo ima. De fato,

d(t) = /S . B-da, 4)

ondeS(t) & a superficie que tem (idealmente) como fronteira moéwndutor. Pode ser de-
monstraddque a equacao acima leva a seguinte expressao para&ateanduzida no condutor:

i(t) = —% (5% B) -ai (5)

condutor
No segundo caso, o condutor esta fixo e 0 ima em movimenésteNcaso em um ponto do
condutor havera um campo magnético nao-uniforme, encipio, e dependente do tempo.
Nesse caso, podemos integrar a E§. (3) com o auxilio doneode Stokes e obter:

i'(t) = —% E-df. (6)

condutor

2Veja, por exemplo, R. P.Feynman, R. B. Leighton e M. Sahies de Fsica Vol. 11 2008 (Porto Alegre:
Bookman)
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O notavel & que experimentalment&,) = i’(¢)! Embora em um caso o responsavel pela
corrente induzida no condutor seja 0 campo elétrico, e i@ @icampo magnético. Einstein
chama a atenc¢ao para o fato de que apenas o0 movimentegeatie o condutor e o ima parece

ser importante.

Einstein ainda mencionan passanb fracasso da determinacao da velocidade da luz em

relacao a um referencial que se move com velocidade gupstaativamente ao éter:

Exemplos deste tipo — em conjunto com tentativas mal suasdid detectar um
movimento da Terra relativo ao “meio luminifero "— levarnanjectura de que nao
apenas os fendbmenos da mecanica, mas também os daiaBatmain ndao tém
propriedades que correspondam ao conceito de repousaebsol

ANBEBEPT
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1878-1955
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E
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:
:
:
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Figura 2: Albert Einstein (1879-1955) em palestra e seloaraorativo.

E prossegue:

Ao contrario, as mesmas leis da eletrodinamica e da@pécao validas para todos
os sistemas de coordenadas nos quais valem as equacoes@aaa, como foi
recentemente demonstrado para quantidades de prime@moielevaremos essa
conjectura [...] a condicao de um postulado. Iremoahezir também um outro
postulado, apenas aparentemente incompativel com essegeia que a luz sempre
se propaga no vazio com uma velocidade definida, que & indepte do estado de
movimento do corpo emissor. Esses dois postulados sagesidis para a obtencao
de uma eletrodinamica dos corpos em movimento simples gistente, baseada
na teoria de Maxwell para corpos em repouso.

Os postula-
dos da rela-
tividade res-
trita

Embora ao mencionarmos a TRR o nome de Albert Einstein smgaiatamente em nossa
mente, convém notar que ela & fruto de um grande esfoégmwdeexperimental para resolver
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os problemas que a entao nova eletrodinamica criara.ds$éseco envolveu homens brilhantes
como Jules Henry Poincaré (1854-1912), Hendrik Antoorehtr (1853-1928), e o proprio
Einstein, e experimentais habilidosos como Albert Abralichelson (1852-1931). Mas ha
muitos personagens mais. Nas subsecOes seguinteseavisaalguns pontos essenciais da
TRR.

1.1 Ondas eletromageticas,éter, e a velocidade da luz

A teoria eletromagnética de Maxwell prevé a propagalgoampos elétrico e magnéticos
no espaco a medida que o tempo (galileano) transcorreapoanipulacao formal das equacdes
de Maxwell nos conduz as equacgdes de onda para 0s caﬁm& Ha uma grande variedade
de solugOes para essas equacoes algumas relativasimeples, outras bastante complexas. Por
exemplo, uma classe de solu¢des das equacdes de Maxvesibaco livre para o campo elétrico
E e para o campo magnétiédé a classe das assim chamadadas planas Longe das fontes
de emissao, as ondas planas descrevem admiravelmente pepagacao das perturbacoes
(sinais) eletromagnéticas.

Por simplicidade consideraremos a equa¢ao da onda nassio\escalar unidimensional
no espaco. Uma onda escala(z, t) que se propaga na direcao definida pelo eixiedece a
equacao da onda:

82\I/(x,t) 32\I/(x t)
ox: 2 o2
ondec & uma constante com dimensdes de velocidade. No caso das eletromagnéticas, a
constante: em unidades S.I. & definida por:

= 0; (7)

1
€= = (8)

ondee, € a permissividade elétrica do vacuo/étar, ga sua permitividade magnética.

A solucao geral da equacao da onda € a solucao derdi#det, dada por:

U(z,t) = F(z — ct) + G(x + ct). 9)

A solucao de d’Alembert permite identificacomo a velocidade de propagac¢ao da perturbacao.
Frente as transformacdes de Galileu:

r=a +ot, t="1; (10)

e suainversa:
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¥ =x—vt t =t, (11)

a equacao da onda adquire a forma:

< u2) P ) 1PV t) v PV ()

1 =
ox'? c? ot'? c2  O0x'ot

= — 0. (12)

Entretanto, apesar da equacao da onda nao ser invanarfema, & possivel mostar que a
solucao geral de d’Alembert continua valida:

\I/'(x',t/) — F(JJ/ o Clt/) + é(l’/ + Clt/), (13)

onde:
d=c+w, (14)

é a velocidade de propagacao da perturbacao emaetaghovo referencial inercial. Isto que
significa que a velocidade de propagacao obedece a ralilgaga de transformacao para a
velocidade. Foram as tentativas fracassadas de reein relacao ao referencial solidario
com a Terra, que se moveria através do éter, & que levarastel a postular a constancia da
velocidade da luz. Ou melhor: sua celeridade, pois as refgr@wmbinacao vetorial para as
velocidades permanece valida.

1.2 Arelatividade restrita e as transforma@®es de Lorentz.

Comecemos com os postulados na forma suscinta com que ese¥Ros atualmente:
(i) As leis da fisica sdo as mesmas para todos os obsersuh@rciais.

(i) A magnitude da velocidade da luz, isto &: sua celergadé a mesma para todos 0s
observadores inerciais, nao dependendo do estado de ertainha fonte.

A partir da hipétese de que o espaco deve ser homogéneairepiso concluimos que as
transformacdes que relacionam dois referenciais iasrcdievem ser lineares. Considere dois
referenciais inerciai&” e K Suponha que o referencial’ tenha velocidade constanfeem
relacao ao referencidl’, e que os eixos coordenados dos dois sistemas sejam psyakjba
Figural3. Neste caso, escrevemos:

xr = ax' +bt’
t = ex'+ ft', (15)
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<y

O O’

Figura 3: O referenciak’’ tem velocidade constanteem relacdo ao referenciél; os eixos
coordenados dos dois sistemas sao paralelos e coincidemdaju= ¢’ = 0.

ondea, b, e, e f sao coeficientes que podem dependev de ||7||. Para os outros dois eixos
temosy = y’, ez = z’. A seguir, aplicando os postulados da TRR, podemos caloslar
coeficientes da transformacao. Os resultados sao:

1
o=f=—, (16)
v
==
v
b= 7@2 (17)
02 1 — g
e: y
6= ———. (18)
U2
02 1 — C—2
Definindo:
B) =o' p=" (19)
10) = —m== ik o
segue que:

r=7(z"+ovt), (20)
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tzv(%x/—i—t/) . (21)

Para obter a transformacao inversa basta fazer as sigists: 5 — — 5, x < z’, et — t’. Nas
sec¢Oes seguintes veremos um modo alternativo de ob&msidrmacao de Lorentz. Mas antes
deduziremos dois resultados basicos, a saber: a ditadgtempo e a contracao de Lorentz
gue sao consegquéncias dos postulados da RR.

Exercicio 1 Escreva a transformacao de Lorentz inversa. [ |

1.3 Adilatacdo do tempo

Comecemos com a dilatacao do tempo. Considere a Higurdadmastra dois relogios
construidos com dois espelhos separados por uma dastaneisinais de luz que sao emitidos
de um dos espelhos, refletem no segundo espelho e atingemllocesycial. Cada vez que isto
acontece, os reldgios marcam uma unidade de tempo. Qaelogerior esta em repouso em
relacao a um referencial inercial, e o relogio inferioowe-se da esquerda para a direita com
celeridade constante Para o espelho em repouso, o intervalo de tempo entre azeness
recepc¢ao do sinal de luz sera dado por:

—y (22)
C

e para o reldgio em movimento, o intervalo de tempo entreias@im e a recepc¢ao do sinal de
luz sera dado por:

T=—. (23)

2
e=(2) +a (24)
Portanto,

2 2.2
s v Cc'T
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Resolvendo esta equacao parabtemos:

T =7(8) 70, (26)

ondey(/3) & dada pela EqL.(19). Como> 1, o intervalo de tempo marcado por um relogio
em movimento{) € igual ou maior do que o intervalo de tempo marcado por udgieem
repousofp) .

£y

+*

4y

vt/2 vt/2
L] L]
L] 1]

Figura 4: Relbgio em repouso e em movimento com celeridadstante.

1.4 A contracdo de Lorentz.

Consideremos agora a situacao mostrada na Figura 5. Eaanon relogio que como
antes esta feito de dois espelhos paralelos separadosnaodigtancia fixa, e sinais de luz
gue se propagam entre os espelhos. O conjunto viaja da daquesta a direita em relacao a
um referencial inercial com celeridadeSuponha agora que um pulso de luz seja emitido pelo
espelho da esquerda em direcao ao espelho da direitéelparante a direcao do movimento.
SejaAt > o tempo de voo entre os dois espelhos na viagem de ida. pa@emos escrever:

CAEPN = (4 v At 27)
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vig 14

Figura 5: Reldgio em movimento com celeridade constante.

O sinal de luz reflete no segundo espelho e volta indo ao enocdatprimeiro. Para a viagem
de volta do sinal de luz escrevemos:

C ALY — g ALY, (28)

Uma ida e volta, ou unidade de tempo, para esse reldgio ermmanto correspondera entao a
guantidade:

T = At + AL, (29)

ou ainda,
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14 14
T = +
c— c+v
20c
T 2 _ 2
20
= ?72(5)- (30)

Por outro lados € a duragao ou intervalo de tempo marcado por um relaGgion@vimento,
logo, vale a relagao = ~(/3) 7, onder, & o intervalo de tempo marcado por um relégio similar
em repouso, isto &, = (2(,)/c. Portanto, a EqL{4) pode ser rescrita na forma:

20 20
2 (8)=18) — (31)
~—— ~—
Cancelandoy e ¢, ficamos finalmente com:
ty(B) = Lo, (32)
ou ainda:
lo
0(B) = ——. 33
(8) N (33)

A Eq. (33) descreve a contracao de um corpo rigido na@irdo movimento. Historicamente,
ela foi proposta por Lorentz e por FitzGerald para explicaresultados nulos de experiéncias
projetadas para determinar a velocidade da luz em relagho laboratorio terrestre em mo-
vimento em relacao ao éter. Aqui, ela foi deduzida comaseqiiencia dos postulados da
relatividade restrita.

1.5 As transformages de Lorentz I

Eis agora um modo alternativo de obter as transformacédstentz. Para obté-las, fa-
remos uso da dilatacao do tempo e da contracao do compianma direcao do movimento, a
contracao de Lorentz. Considere a Figura 6. Nela vemasreéférenciais inerciai& e K.

O segundo move-se com velocidade const&htam relacao ao primeiro. Considere agora um
ponto P do espaco. Do ponto de vista do referengigdodemos escrever

r=Vt+ ' | (34)

visto de/C
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ondex ez’ sao as abicissas do pornfoem relacao aos seus referenciais respectivos. Mas, em
razao da contracao de Lorentz podemos escrever:

L
.T/ _ vistodelC’7 (35)
visto de/C V(ﬁ)
x/
z=Vt+ ——, 36
v(8) (30)
Segue que:
Yy y’
A%
—-
K K’
l,/
A
@ O’

Figura 6: Deducao heuristica das TL.

z' =7(8) (x —Bet). (37)

Se agora invocarmos o principio da relatividade (postulge analisarmos a situacao do ponto
de vista do referencidl, teremos:

.’,U/ - _Vt/ + Lyisto dekc ’ » (38)
———
mas agora,
xr
<~
T _ visto de/C ) (39)
~—  y(B)

visto dekC

Segue entao que:
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z=7(8)(z"+Bct’). (40)
Se agora combinarmos as Egqsl 37k 40 e eliminatrhpsbteremos:
= (1-22). (41)

Para obter a transformacao inversa combinamos as Efjd48# eliminamos:. O resultado
sera:

t=~(8) <t’ + 5_;”) : (42)

Cc

Como agora podemos suspeitar, ha mais de um modo de intreduzansformacdes de Lo-
rentz.

Exercicio 2 Transformades de Lorentz para a velocidad@btenha as transformacdes de
Lorentz para as trés componentes da velocidade ordinfria, e v. de um ponto material.
Suponha que o referencial’ tenha velocidade constariteem relacao ao referenciél, e que
os eixos coordenados dos dois sistemas sejam paralelas FeguraB. Vocé deve obter

v+ fBe
v e —
v V!
1+ 2
U,
Uy = Xy/v’
1+ —*
C
v.
V. —
? V!
1+ 2
Obtenha o limite? < 1 das equacdes acima. [ |

Exercicio 3 Transforma@es de Lorentz para a acelei@g. Obtenha as transformacdes de
Lorentz para as trés componentes da aceleragao aedinat, e a.. Suponha que o referencial
K'’tenhavelocidade constarNe= V% em relacao ao referencial e que os eixos coordenados
dos dois sistemas sejam paralelos, veja a Figura 3, e imiergte coincidentes. [ |
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\Vocé deve obter:

al (Vu, /) a,,

a )
Y ) Vol 2 5 Vol 3
¥4 1+ =2 v 1+ 5

e uma expressao similar para Para obter as transfromacoes inversas tragper —V'.

2 As transformagdes de Lorentz como rotages imagirarias.

Consideremos uma vez mais o relogio representado na g@w= utilizarmos um sistema
coordenadas cartesianas apropriado, para o relogio emugeem relacao a um referencial
inercial podemos escrever:

At =m =20 Ar =0, Ay =0, As =0, (43)
C
Portanto,
— A (A + (A2 + (Ay)Y +(A2) =48, (44)

O observador inercial que vé o mesmo reldgio mover-se giaeeda para a direita com celeri-
dade constante, escrevera:

At=7=22003) Av=vAt, Ay=0, Az=0. (45)
C

Assim, para este observador inercial:

— (A + (Ax)*+ (Ay)* + (A2)
= —42,2(B) + 0% (A1)

2 A2
=~ (B) + 0 LO’Z )
C
Y1 (46)

Ou segja,
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—E A+ (A + Ay +H(AZ) == (A +(Az) + (Ay)’ + (A2). (47)

Embora verificada em um contexto particular, a EEql (47) teldade geral se os sistemas de
coordenadas utilizados estiverem associados com refeieimerciais.

A Eq. (41) permite introduzir uma outra representacaa partransformacdes de Lorentz.
Para entender como isto funciona, recordemos as rotagdésrno de um eixo fixo, digamos o
eixo cartesiana, nolR?. Se fizermos uma rotacao de um angulo de mefliela torno do eixo
2, como na Figurfl7, entao:

= cos fz' —semy’ (48)
= semdz’ +cos Oy’ (49)

Para obter a transformacgao inversa fazemos as suli&itic> —0, v «— z’, ey < y':

' =cos Oz +semy (50)
y' = —sendx + cos 0. (51)

O invariante associada com essa transformacao é:

Py =2ty (52)
que é o quadrado da distancia da origem a um pBrdoIR?. A figura geométrica naturalmente
associada com essa rotacao e o seu invariante € o cileu#or, cuja equacao em cartesianas
e:

22+ =02 (53)
A relacao trignométrica fundamental:
cos® 6 +serff = 1, (54)

sugere a representacao paramétrica:

x =71 cos 0 (55)
y = rsend. (56)
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Figura 7: Rotagdo niR?. A quantidade? = 22 + y* = z'? + y’2, & um invariante frente a
rotacao em torno do eixa

Consideremos agora o invariante:

(As)’ == (A + (A2)” + (Ay) + (Az)?, (57)
e as transformagoes:

ct’ = cosh fct —senhdx (58)
x' = —senhPct + cosh Oz (59)
y' = v, (60)
' =z, (61)

onded & determinado por:
B = tanh 0. (62)

A transformacao dadas pelas Eqds.](58)] (59)] (60), k (&ixam ointervalo, Eq. (57), na
verdade, o intervalo ao quadrado, invariante, como podexgicitamente verificado se lem-

brarmos a relacao fundamental:



Notas de aula TORT 1/2011 18

cosh? 6 —seni 9 = 1. (63)
Combinando as Eqg4d. (62) e]63), podemos mostrar facilmeste qu

senty = ~(f), (64)
e
cosh 0 = B~(p). (65)
Segue entao que:
t = (0)(t-87). (66)
v = y(B) (@~ Bet), (67)

gue sao as transformacodes de Lorentz para a diregadorma usual. As transformacoes dadas
pelas Egs.[(38)[ (59).(60), B (61), representam umaaotde um angulo imaginaridd e a
figura geométrica naturalmente associada com o invar@ant®a hiperbole cuja equacao se
escreve:

— (ct)® + 2% =1, (68)
A Eq. (63) sugere a seguinte representacao paramégssadipérbole:
xzrcosh@zi, (69)
V1= 32
ot =rsentd = —— (70)

V11— 5%
A Figural8 sumariza nossos resultados. Para obter oréilzasta fazet’ = 0. Segue da TL

apropriada que o eixe’ & definido pela equacdo= 3ct, ouct = 3~'x. Da mesma forma,
para obter o eixet’, basta fazert’ = 0. Segue entao que = [ x.

As transformacOes de Lorentz (redescobertas por Emsteastram que o tempo deve ser
tratado como uma coordenada ordinaria. Isto permite ingagima fusao do espaco e do tempo
em uma Unica entidade:espacotempo Foi Hermann Minkowski, antigo professor de Einstein
na ETH, quem introduziu e desenvolveu matematicamente cedorem um ensaio de 1908.
A citacao a seguir &€ famosa.
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Figura 8: Espacotempo.

As visbes de espaco e de tempo que quero apresentar-thtesaon do solo da
fisica experimental, e nisto reside sua forca. Elas adizais. Doravante, o espaco
em si mesmo e o tempo em si mesmo estao condenados a esmaeferinando-
se em simples sombras e somente uma espécie de uniao dqeedsgrvara uma
realidade independente.

A abordagem de Minkowski a RR leva a um tratamento geootéetio espacotempo que € vital
para a gravitacao relativistica. Parte desse tratanmggameétrico foi exposto acima.

2.1 Tipos de intervalo, linhas de universo e tempo f@prio

Na forma infinitesimal, o quadrado do invariante de Loreatwlamental, ou simplesmente,
intervalo, se escreve:

(ds)> == (dt)” + (dz)* + (dy)* + (d 2)°. (71)
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O invariante(d 3)2, pode ser negativo, nulo ou positivo. A nomenclatura cpoedente étipo
tempo se (ds)> < 0, tipo luz se(ds)* = 0, e tipo espago se(ds)* > 0. Uma trajetoria
no diagrama espacotempo & chaméwlaa de universoou linha de mundo. O conjunto das
trajetorias descritas por raios de luz define um cone dumho ¢értice em uneventg que

€& como denotamos um ponto do espacotempo. Em duas diesgnsta espacial e a outra
temporal, oul + 1, o cone de luz & representado pelas linhas tracejadas m@aRigO cone de
luz com vértice em um evento define trés regides do espagm: o futuro, o passado e alhures.
A cada ponto do espacotempo podemos associar um cone daksado, futuro e alhures sao
definidos em relagao a um evento particular. Na Figuraf@esenta-se uma particula que se
move em movimento retilineo uniforme, e também o movimdrperboélico de uma particula
uniformente acelerada. As particulas progridem de egamigpassado para o futuro. Ambos
movimentos serao discutidos com mais detalhes mais adi@hmovimento hiperbolico esta
fora do cone de luz do observador na origem. Isto significangeeha possibilidade de que o
movimento da particula seja percebido por esse observddst para outros cones de luz com
vértices em outros eventos do espacotempo, este movirseré percebido.
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Figura 9: Cone de luz com vértice na origem.
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Um segmento de curva no espagotempo tem um comprimentoagiegds)®. Se o seg-
mento for do tipo tempdds)? < 0, o intervalo de tempo, ou duragao, marcado por um relogio
gue se move sobre essa curva definido por:

d 2
(dr)? = - Cj) . (72)

mede otempo proprio e, por construgao, € um invariante de Lorentz. Para uajetdria do
tipo tempo podemos escrever:

(cdr)? = (dt)* — (dz)® = (dt)* [1 - (j—f) ] : (73)
ou,
dt
dr = ——— (74)
L)

ondev(t) = dz(t)/dt & a velocidade instantanea do relogio (ou se preferirish@€orpo ma-
terial). Observe que o reldgio/corpo material pode estate@ado. O que se exige & que 0
referencial em relacao ao qual o movimento €& descrita ipgrcial. Observe também que o
tempo proprio € sempre menor do que o intervalo de tempaleoadait. O exemplo a seguir
ilustra o conceito.

Exemplo 1 O paradoxo dos @meos |. Vedo high-techCéastor e Polux sao dois robods
idénticos que entraram em operacao ao mesmo tempoorGsontrolador de missdes es-
paciais e POlux, astronauta-explorador. Polux é eoviErd missao de reconhecimentda
Ursae Majoris d um exoplaneta situado a uma distanbia= 45.9 anos-luz da Terra, em uma
astronave capaz de atingiv % da velocidade da luz. No dia da partida os robds tém 2 anos de
atividade. Qual sera diferenca de idade entre eles quemithvem a reunir-se na Terra? Por
simplicidade, faremos a suposicao de que a viagem de iddeevalta e feita com celeridade
constante e desprezaremos a aceleracao (infinita!) gaseade Po6lux sofre para que possa
voltar. Desprezaremos também o tempo de estadia de PoldxX éJrsae Majoris d. Considere

o diagrama espacgotempo mostrado na Figura 10. A seminmet&enelho; = D, paralela ao
eixo temporatt corresponde a linha de universo de 47 Ursae Majoris d. Aaldewuniverso de
Castor coincide com o eixa@. A curva em azul corresponde a linha de universo de P6lux. O
tempo proprio para a viagem de ida & dado por:
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o (As)? NN A
= (A1)’ (1-p7). (75)
Mas,
=Bt -

ondel = 0.80 ¢. Segue entao que o intervalo de tempo proprio correspbadeviagem de ida
é:
D 49.5anos cy/1 — (0.8)?
AT, = —+/1—732=
Tiga B g 0.8¢

Por simetria, o tempo proprio correspondente a viagendae ivolta € igual a duas vezes este
valor, logo, pelo relégio de bordo (=tempo propio), a eagdura:

~ 37.1anos (77)

ATidaevolta: 2 X A7_ida ~ 743 anos (78)

O tempo coordenadai) que & o tempo transcorrido na Terra & igu@ & D/(fc¢) = 99
anos. Portanto, ao reunirem-se, Castor 8m- 2 = 101 anos de funcionamento e Po6lux
74.3 + 2 = 76.3 anos. Por fim, observe que nao ha paradoxo algum, poisaadiados robds
gémeos nao é idéntica. Um dos robos, Polux, sofreeagho enquanto que o outro nao.

Exemplo 2 O paradoxo dos@meos. Ve low-tech tradicionalUma nave espacial parte da
Terra no ano 2100 com destino a um sistema estelar distamelod membros de um casal de
gémeos nascidos em 2080 permanece na Terra, 0 outro partercave. A nave tem aceleracao
g em relacao a um sistema de referéncia em relacao aaquale esta instantaneamente em
repouso (o referencial co-movente). O foguete aceleraréra lieta durante cinco anos medidos
no relogio de bordo, desacelera com a mesma taxa de desgéeldem modulo) por mais
anos, da a volta, acelera com aceleragpor 5 anos, desacelera cogrpor 5 anos e chega de
volta a Terra. O gémeo que partiu agora tem 40 anos.

(a) Em que ano estamos na Terra?
(b) Que distancia da Terra o foguete alcancou?

Evidentemente temos que relacionar o tempo decorrido na (@atempo proprio) com
o tempor o tempo (coordenado) transcorrido na TetraEm um referencial que se move
instantaneamente com o nave:
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IS

Figura 10: Diagrama espac¢otempo para o paradoxo dos gei¢ioha de universo do gémeo
que fica na Terra coincide com o0 semi-eixo> 0

onde:

1

t) = ————.
1) = s 0L
Portanto, temos que determin@ft). Para determina#(t) escrevemos (referencial da Terra):
v dp()
Codt T dt
Mas,

ondea. = g (em valor!!!). Segue que:
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¢ dt c?

A condicao inicial &(0) = 0, pois a nave parte do repouso. Resolvendo a equacaordiigre
paraj(t) vc deve obter:
t2
V(#) = 1 [1+ (% ) .

Agora calculer para 1/4 da viagem. @total serat x 7. Simetria. O resultado & um arcosseno
hiperbélico. Inverta e obtenhtacomo funcao de. Comor = 5 anos,etcetera.. . Resposta:
t ~ 360 anos.

ap(t) _ (1_ Ug(ﬂ)?’/z ,

2.2 Simultaneidade

Uma das consequéncias mais importantes que decorre skogguims da relatividade restrita
e que pode ser facilmente percebida com a visualizacatrateformacoes de Lorentz no dia-
grama espacotempo é o fato de quinaultaneidadede dois ou mais eventos € relativa. Sejam
A e B dois eventos simultaneos no referenéiapor exemplo: duas explosdes simultaneas. No
referenciallC’ que se move com velocidade uniformem relacéo ao refrenciél, o eventoB
claramente precede o0 evemMoou seja: a explosaB ocorre antes da explosab

3 Quadrivetores

Definicao: umguadrivetor € um segmento de reta orientado no espagotempo plano de Min
kowski. Neste sentido, o quadrivetor € uma generalizigima do vetor geométrico ordinario,
ou na nossa terminologia, utrivetor , do espaco tridimensional euclidiano. Notacao: qua-
drivetores serdo denotados em negrifo: a; trivetores ordinarios serdo denotados pors.

A algebra dos quadrivetores &€ a mesma dos trivetores,xeon@o: para somar dois ou mais
guadrivetores usa-se a regra do paralelograma ou a regaigonm. Quadrivetores podem ser
multiplicados por um numero real. O que diferencia um guatlsr de um trivetor & o modo de
calcular o seu modulo. Vejamos como isto acontece.

Ha trés tipos de quadrivetores: tipo tempo, nulo, e tigmaes. A Figurd 12 mostra um
evento arbitrario e o seu cone de luz associado. O quaoirivét tipo tempo, pois tem origem
no eventaP e final em um outro evento dentro do cone de luz. Da mesma farouaadrivetor
b & do tipo luz, ou nulo, e o quadriveto do tipo espaco.
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Figura 11: A simultaneidade é relativa.

Dado um referencial inercial, podemos introduzir uma ba&sguadrivetores unitarios orto-
goniais:
{etaivyvz} 9 (79)

ou em notacao mais conveniente:

{607 €1, €2, 83} . (80)
Explicitamente, os quadrivetores unitarios se escrevem:
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Figura 12: Tipos de quadrivetores.

eo = (1,0,0,0), (81)
er = (0,1,0,0), (82)
e; = (0,0,1,0), (83)
es = (0,0,0,1). (84)

(85)

Um quadrivetorm pode ser expresso como uma combinacao linear dos vetoiesse:

a=de +a"X+a’y+a2, (86)
ou de forma equivalente:
3
a:a0e0+afce1+aye2—|—aze3:2a"ea. (87)
a=1

Neste ponto comvéem introduzir a convencao de Einsteia pasoma: dois indices repetidos
indicam soma sobre o indice:
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3
Z a® e, = a” ey; (88)
logo, podemos escrever:

a=a%e,. (89)
Ha formas alternativas muito comuns representar os queddres:
a® = (a',a”,a¥,a*); a® = (a",d’); a* = (d°,q), (90)

e outras, todas igualmente validas. O contexto nos digh gdorma mais Gtil. Eis alguns
exemplos de quadrivetores:

Exemplo 3 O quadrivetor de posicao em relacao a um sistema inérdefinido por:

x=a"eq+ 2l e +2 ey + 2 ey,

ondex® := ct. Ou ainda:
v = (2°, 7).
A separacao entre dois eventé® B no espacotempo é definida por:

AX = Xg — Xa,

ou:
o (07 «
Azx® =g — .

Esta Gltima equacao equivale a quatro equacoes:

Az® = 20 — 2%,
Az' =z} —2p;
Az® = 22 — 2,
Az? = xd — a2l

A caracteristica marcante dos quadrivetores & gseauto escalarque é definido por:
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N

5

Figura 13: Deslocamento no espacotempo.

a-b:=—a’t" +a' bt +a®b? +a b’ (91)

O produto escalar tem as propriedades usuais:

a-b = b-a; (92)
a-(b+c) = a-b+a-c (93)
(Aa)-b = A(a-b). (94)

Com a convencao de Einstein em vigor e as propriedades attufor escalar podemos
também escrever (soma dupla impicita):

ab=(a"e,) (1 es) = (eues)a b, (95)
Definindo:
Nap = €a €3, (96)
escrevemos:
a-b=rn.5a"0". (97)

A soma dupla pode ser desenvolvida e o resultado é:
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a-b = 1ya’b’ + no a® b + 192 a® b + 1oz a’ b?
+ moa' b’ + niyat b+ at b + g at b3
+ oo @® b0 + 1oy a* b + g a® VP + gz a® b
+ 130a® B + ng a® bt 4 139 a® b + ns3 a® B3 (98)

Da propriedade comutativa do produto escalar segue que:

Nap = TBa- (99)
Assim, por exemploy;, = n9;. Por outro lado, da definicao do produto escalar (claréenen
inspirado no intervalo quadratidds)”) vemos que todos os coeficienigs devem ser nulos,
exceto os coeficientes para os quais 5. Segue também da definicao do produto escalar que:
no = —1,m1 = 1, 1m0 = 1, ensg = 1. Os coeficientes reaig,s sao chamados por motivos que
ficarao claros mais tarde, componentes do tensor métniesplacotempo plano, ou métrica do
espacotempo de Minkowski. Muitas vezes convém esdesvaa forma matricial:

100 0
0 100

n=Mas=1| o 0o 1 0 (100)
0 00 1

Outra caracteristica importante dos quadrivetorestdras transformacdes de Lorentz na
direcao do eixar que vimos anteriormenteym quadrivetor deve transformar-se como o
guadrivetor de posi¢ao z“, isto €é:

a® = yd+~pad? (101)
al = vBd°+~d? (102)
a> = a? (103)
a = d?3, (104)
A transformacao inversa é:
d® = ~va® —~Bad! (105)
adl = —ypa® +~va (106)
d? = ad® (107)
ad? = d (108)

(109)
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As transformacdes de Lorentz de modo geral e na diréggem particular podem ser escritas
na forma matricial. Para a direcétx, a matriz que conecta o quadrivetdrtemos:

vy 48 00
iy | Y8 v 00
L=D)%B) =1 4 o 1 0 (110)
0 0 01
e a inversa se escreve:
v B 00
A e | Y8 v 00
L™ = (L)%(=8) = 0 010 (111)
0 0 01
Exercicio 4 Mostre queLL~! = 1, ondell & a matriz unitaria. [ ]
As transformagoes direta e inversa de um quadrivetore\e=m:
a® = (L)%(B)a’”, (112)
e
a/® = (L)%(~0)a”. (113)

(Soma sobre o indice).

3.1 A quadrivelocidade

Um quadrivetor especialmente importante € a quadrivééal® que pode ser definida do
modo seguinte: Uma particula descreve uma curva ou linbaisterso do tipo tempo no espaco
de Minkowski. Esta curva pode ser descrita sabendo-se cemmocgidenadas espaciaisva-
riam como funcao do tempoouz’ = ct. Este foi o procedimento que seguimos para desenhar
os eixosz'!, e ct’ da Figurd B do ponto de vista do referencial cujos eixosis@ot . Entre-
tanto, como na geometria euclidiana, convém descreverva aw espaco quadridimensional
por meio de uma representacao paramétrica bem definetde Maso, a curva fica descrita por:

% =2%(0), (114)

ondeos & um parametro conveniente. Muitas sao as possibilgdddesscolha do parametro,
mas uma delas é a natural: o tempo proprgue relaciona-se com a distancia percorrida pela
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particula ao longo da sua linha de universo medida a partimd ponto de referéncia. Neste
caso, a representacao paramétrica da linha de mundorsees
x® = 2%(71). (115)

O parametror pode ser medido com um reldgio que viaja com a particula.defnicao, a
guadrivelocidade & entao dada por:

dx
= — 11
ou em termos das componentes:
dx®
¢ = —, 117
ut = — (117)
As quatro componentes da quadrivelocidade se escrevem:
dx® dt
0 = = — 2= 11
" dr ¢ dr Te (118)
dx? dt dx*
b= 2 T At 11
" dr _dr at " (119)
dx? dt dx?
" dr _dr at " (120)
dz?  dt dx?
= = =0 121
! dr ~drdt (121)
(122)
ou ainda:
u=(yc0). (123)
A quadrivelocidade satisfaz a relacao:
u-u=—c (124)

Exercicio 5 Obtenha a normalizacao da quadrivelocidade, [Eql (124) . [ |
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4 Dinamica relativistica

A equacao de movimento de uma particula na dinamicévistica se escreve:

d

mI2 _ (125)
dr

ondem & a massa inercial da particula, também chamaaksa de repousgadiscutiremos mais

sobre o tema logo adiante. Em notacao alternativa podeswosver a Eq.(125) como:

du®

m
dr
A quadriaceleracao fica definida por:

= F°, a=0,1,2,3. (126)

_du

T
Isto significa que podemos escrever também:
F=ma. (128)
A Eq. (124), a normalizacao da velocidade, significa que:
4 (u-u)=0 (129)
dr o
Tomando o produto escalar da Eq. (1125) com a quadriveloeidad
du ~ m d ( )
mn dr = 2 dr e
= F-u (130)
Segue entao que, a quadrifoi§a a quadrivelocidade devem satisfazer a relacao:
F-u=0. (131)

Isto significa que a EqL(125) leva a trés equacdes de nemtaorindependentes.

Exercicio 6 Mostre que a Eq. [(125) mantém a sua forma frente a uma tramasf@o de
Lorentz no direcaa. [ |

Como se escrevem as componentes da quadriforca? Paradespcesta pergunta exmi-
naremos outro quadrivetor importantequadrimomento. Por definicao, o quadrimomento &
dado por:
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p :=mu. (132)
A equacao de movimento pode ser entao rescrita na forma:
d
P _p (133)
dr
Da Eq. [(I24), vemos que,
p-p=p>=-m? (134)

Como sabemos as componentes da quadrivelocidade, podsonesss:

p = p® = (yme, ym7). (135)

A componentg® pode ser relacionada com a energia da particula:

P’ = yme=mc(1- 62)_1/2
= me (1 + %mﬁz + g B+ 0(66)) . (136)

Multiplicando ambos os lados per

1
cpozmc2+§mv2+--- . (137)

O lado direito desta equacao temos um termo constante,a energia de repouso, seguida de
um termo familiar, a energia cinética nao-relativiastie termos de ordem mais alta que depen-
dem da velocidade da particula, e que podem ser interpietamno correcdes relativisticas.
Portanto, & plausivel definiZ := cp®, como a energia relativistica de uma particula livre e
escrever a forma alternativa para o quadrimomento:

p=r= (L), (139)

Agora que sabemos as componentes do quadrimomento podsaros Hq. [(134) e mostrar
facilmente que:

E = \/m2c* + ¢2p?. (139)

A energia cinética relativistica € definida por:

K :=E —mc® = V/m2c* + 2p? — mc. (140)
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A equacao de movimento na forma dada pela Eq.](133) peawit@ver:

L dE/c dp ydE dp
FY F) = ) =(L—=7=). 141
(E7 F) (dT’dT) (cdt’vdt (141)
Estabelecendo as correspondéncias:
o 14E e
c dt c
- dp 4
F L = F
-7 dt Y
A quadriforca se escreve entao:
F = <7ﬁ~z7/c, 713) . (142)

Exercicio 7 Verifique que a quadriforca, Ed._(142), satisfaz a comaligida pela Eq[(1B1).
[ |

A versao relativistica do teorema trabalho-energiatiéa’leva a um célebre resultado. A
equacao de movimento pode também ser escrita na forvesotrial:

L d B
F = 7 (m~y 7). (143)

Multiplicando escalarmente por um trideslocamento aabitrd( e integrando:

AK:/jﬁdf = /12 [d(ym) T -7+ (ym) T - di]
-/ 2 o)+ mya (507 | (144)

ondev? = 7 - ¥ = v} + v} + v2. Definindo:

T =m = (145)

temos,

22 — 2°0% = m?h (146)
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Diferenciando:

dch—deQ—xd<%172): , (147)
logo,
xd(%ﬁz) =drc® —dzv? (148)
Segue que:
2 . . 2
AK = / F.dl = / d(ym) ¢, (149)
1 1
ou ainda,
AK =~ymc® —ymc. (150)

Se a particula partir do repousq, = 1, e atingir uma velocidade arbitraria a variacao da
energia cinética sera:
AK =~vmc* —mc (151)

Segue entao que podemos escrever também,

E =~ymc* (152)
Um resultado Gtil que nos ajudara a estabelecer um resuiti@ortante é:

d(ym) 1 F.v

a2 &
Com esse resultado podemos demonstrar que naaRi#prca e a triaceleracdo nao 40
paralelas! De fato,

(153)

., F (F-v)-U
a=———"F.
ym ym c?
Observe que’ € a velocidade da particula. Os resultados para a enertgarema trabalho-
energia cinética e triaceleracao sao validos em usreatial inercial.

(154)

Exercicio 8 Obtenha as Eqd, (153)[e (154) . [
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Vejamos como aplicar essas equacdes a dois problemagtmsidNo primeiro obteremos a
correcao relativistica a razao carga/massa de uritpkricarregada, por exemplo, um elétron.
No segundo, discutiremos 0 movimento hiperbolico de unmiquéa no espacgotempo, o equi-
valente relativistico do MRUV.

Exemplo 4 Movimento de uma pddula carregada em um campo mdagico uniforme. Con-
sidere uma particula de massa de repous®carga; que se move com velocidadeem uma
trajetoria circular de raid? contida em um plano perpendicular a uma campo magnético de
intensidadeB3. Queremos determinar o raio de trajetoria em funcao ddssldo problema. A
equacao de movimento. Ef. (125) conduz a:

d (m~c) F.@
a7
T C
d (m~) -
= v F
dr 7
ondeF é a forca de Lorentz:
F= qu X B.

Por outro lado, a relagcao entre o tempo proprio e o tempodemado permite-nos escrever:
d dtd d
dr _drdt dt

Segue que as equagdes de movimento podem ser rescritasiaa f

d(v) q . =z -

2\ 4 B) .-

dt mc2 (0 x B)- v
d U N
L

Usando a propriedade ciclica do produto misto:

—

(ﬁx§>-é:<§x5>-gz((jxg>-3,

segue gue é constante! Logo, podemos escrever:
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Como a orbita & circular, a aceleracao é centripsta,&: a forca é perpendicular a velocidade
e aponta para o centro do circulo. Segue que:

v*  quB

R ym’
ondev = ||v/

, € depende da celeridade da particula. Portanto,

ymv p
R pr— = —7
gB  ¢B
ondep = ||p]| = ym v, &€ a magnitude do momento linear relativistico.

Considere um elétron dé) MeV de energia (cinética) que descreve uma orbita cirara
um campo magnético cuja intensidade \&le Lembrando que a energia de repouso do elétron
vale(0.511 MeV < 10 MeV, temos:

E? — (me?)’
p= ~ 10 MeVI/c.
c

Substituindo este valor na expressao para o raio e lembraneg = ¢ = 1.6 x 10 C,
obtemos:

R~ 1.8cm
Se utilizarmos a expressao nao-relativistica para eyene

p2

T om’
ondem = 9.1 x 1073! kg & a massa do elétron, obteremos:

Rye = 0.53cm,

uma diferenca significativa que os experimentos decideanfavor do resultado relativistico.

Exercicio 9 O movimento hiperddico. Mostre que sob a acao de uma (tri)foriéa: Ux,isto
€, uma forca uniforme no espaco e constante no tempgetdtia da particula no espacotempo,
ou seja, a sua linha de universo, € a curva hiperbolica:
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C4

— (xo(a) — xO(Uo))2 + (xl(a) — xl(ao))2 ==

ondec € um parametro invariante cujo valor iniciabg e a € a magnitude da (tri)aceleracao.
Sugeséo: resolva a Eq.[{125).

NZ
7K
7N

Figura 14: Movimento hiperbolico.

4.1 Particulas de massa nula

Quando a massa da particula & nula, como & o caso, por kxaiop fotons de radiacao
eletromagnéticas, nao podemos usar 0 tempo proprio qg@arémetro invariante, pois nesse
caso,dr = 0. Também teremos problemas com a quadrivelocidade ppeisoo. Mas, como
essas particulas viajam sobre o cone de luz, a equac@thdale universo, e+ 1, pode ser
escrita:

20 = 2! (155)
ou ainda:

ct = . (156)
Parametricamente podemos escrever também:
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= u* N, (157)

onde) & o parametro invariantew® = (1, 1,0, 0). Essa parametrizacado nao & a Unica possivel,
mas € conveniente. Neste caso, a equacao de movimergorsges

du

— =0. 158

N (158)
Quando a equacao de movimento para particulas de makséatons) assume a forma da
equacao de movimento de uma particula de massa napeylarametro escolhido & dito

parametro afim.
Exercicio 10 Mostre que para particulas de massa muia = 0. [ |

5 O efeito Doppler

Um exemplo importante de quadrivetor € o quadrivetor aasdoccom uma onda eletro-
magnética plana monocromatica, o quadrivetor de ondasi@ere os dois referenciais inerci-
ais da Figura15. Uma fonte de ondas monocromaticas endi@sgrlanas harmonicas a partir
da origem do referenci@’x’y’. O quadrivetor de onda correspondente se escreve:

kK'=k""= (k' k" k"2 k") (159)
Em relacao ao referenciél’z’y’, veja a Figura 15:

k0 = &/ (160)
K'Y=k = k'semd senyp’, (161)
2
k'® =k, = k'cos (162)
k' =k! = k'send’ cos ¢/, (163)
(164)
ondek’ = ||k'|| = w'/c, & a magnitude do trivetor de onda. Portanto, o quadrivdgarnda
associado com a onda emitida no sisteénia’y’ se escreve:
w' w! w’ w'
k' = (—, — senmy’seny’, — cos ', —senmy’ cos go') . (165)
C C C C

Suponha que a onda monocromatica seja observada a pautir teferenciaDzy, em relacao
ao qual o referenciaD’z'y’ move-se com velocidade constarte. A componente tempo-
ral do quadrivetor de onda no referencial do emissor e e vartial do observador estao
relacionadas por:
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Figura 15: O efeito Doppler relativistico. O vetor de odéem direcao e sentido determinados
pelos angulog < [0, 7], ep € [0, 27].

K =~vKY + 4Bk, (166)
ou ainda:
/ /
ud sz—+w—vﬁsenz9’sen¢’. (167)
& & &

Lembrando que a frequéncia angulae a frequéncia diferem por um fator multiplicativo igual
a2m, escrevemos:

Vons = 7Y Veoe (1 + 5 5€NMI" SENY") . (168)

Este resultado vale para o caso em que o observador vé aefoigsora afastar-se. Se a fonte
aproximar-se do observador deve-se fazer a ttbea — (.

Considere o caso em que a fonte afasta-se do observador @Figura 1b, mas emite

no sentido oposto ao de sua velocidade. Neste ¢dse, /2, e’ = —7/2. A Eq. (168) se
escreve:
Vobs = Y Veome (1 — 3) = 1 17_5 (169)
Obs Fonte Fonte m

Este & o efeito Doppler longitudinal. ¢ = 0, ouy’ = 0, a Eq. [168) leva a:
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VFonte ) (170)

Este & o efeito Doppler transverso. O efeito Doppler ndktico é frequentemente empregado
em Cosmologia observacional. Pode-se obter informagdle® os desvios para o vermelho e
para o azul de uma estrela ou galaxia e com isto saber seaéstéamm-se ou aproximam-se do
observador na Terra. Combinado com a lei de Hubble, o efeifipl@r pode nos dar a distancia
gue uma estrela ou galaxia esta da Terra.

Exercicio 11 Compare o efeito Doppler relativistico com o efeito Dopplera ondas sonoras.
[ |

Exemplo 5 O efeito Doppler e o paradoxo do€igpeosConsideremos uma vez mais o para-
doxo dos gémeos. No diagrama espacotempo, represeatalisdas de universo do gémeo
gue permanece na Terra (0 eix9, do gémeo astronauta (em azul), e do exoplaneta 47 Ursae
Majoris d. O tempo coordenado transcorrido em unidadesm@cmento para viagem de ida e
volta do astronauta pode ser lido o eito O tempo proprio pode ser calculado com a formula:

(c7)* = (cAl)* — (Ax)’,

Segue que:

cr = +\/(57.4)2 — (45.9)* al.=344al.

Por simetria, vé-se que a duracao da viagem para o asteo@ale68.8 anos. Suponha que o
astronauta envie sinais de luz em dire¢ao a Terra. O riudeesinais recebidos deve ser igual
ao numero de sinais emitidos, logo:

VObSAt - VFonteA T.

Segue que na viagem de ida a fonte afasta-se do observagtor, lo

AT Ve  [1=-8_ [1-08 1
At vomw V113 Vitros 3

Isto significa que no nosso diagrama espagotempo, o samitélo a cadd 1.5 a.l. Na viagem

de volta:
At 1+08 1+0.8_3
At V1—-5 Vi-os =
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Na viagem de ida, o sinal & recebido a cadat = 34.4 a.l. . Na viagem de volta, o sinal
é recebido a cada8 a.l. . Comparativamente, temos um deslocamento para o lerma
viagem de ida, e um deslocamento para o azul na viagem de volta

TERRA

114.8a.l4

57.4a.l.

47 URSAE MAJORIS D
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Figura 16: O efeito Doppler e o paradoxo dos gémeos.
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